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Hinweis

Dies ist ein inoffizielles Skript. Der Vortragende Prof. Vu und der Ubungsleiter Dr. Schwald kor-
rigieren nicht den Inhalt dieses Dokuments. Vorschlage bitte an amarks2@smail.uni-koeln.de.

0 Grundbegriffe

Ziel: Wir erinnern grundlegende Begriffe von Mengenlehre, Logik und Abbildungen. Woche 1

0.1 Mengen

Eine Menge ist eine ungeordnete Zusammenfassung von Objekten, genannt Elemente. Man
kann Mengen auf verschiedene Arten definieren:

(a) Durch Auszéhlung ihrer Elemente:
N:={1,2,3,...} die Menge der natiirlichen Zahlen,
wobei ,,:=" ist definiert als ,heifit".

Z :={0,£1,+2,...} die Menge ganzer Zahlen

(b) Durch Angabe der Eigenschaften ihrer Elemente:

M := {n € N|n ungerade}

Notation.
x € M: x ist Element der Menge M.
x & M: x ist nicht Element der Menge M.

:={}: leere Menge, d.h. die Menge, die keine Elemente enthalt.

Definition. Es seien M, N Mengen.

MUN :={x|zx € MVzxe N} \Vereinigungsmenge von M und N
MNN:={z|re€ MANze N} Schnittmenge von M und N
M\N :={x|xre M Nz ¢ N} Differenzmenge von M und N



M und N heilen disjunkt, falls M NN = @.

0.2 Logik

Eine Aussage ist ein Ausdruck, von dem eindeutig feststeht, ob er wahr (oder richtig), be-

zeichnet mit w, oder falsch, bezeichnet mit f, ist.

Wir haben die folgende Wahrheitstabelle (A, B Aussagen, w = wahr, f = falsch):

A|B|AANB| AV B
w | w w w
w | f f w
flw f w
f|f f f

—A (Negation von von A) steht fiir die Aussage ,,nicht A™

Al -A
w| f
fl w

A <= B: A gilt genau dann, wenn B gilt. A ist dquivalent zu B. A — B und

B — A.

Quantoren

3: es existiert (mindestens ein)
d!: es existiert genau ein

V: fir alle



Beispiel. Die Aussage
A eZ:a? =4 (1)

heift: Es gibt mindestens eine ganze Zahl z mit 22 = 4.

r € Z: x* =4 (2)
heilt: Es gibt genau eine ganze Zahl z mit 2% = 4.

Ve € Z:2* =4 (3)

heiBt fiir alle ganzen Zahlen z gilt 2% = 4.
Man beachte:

e (1) ist wahr (da 22 = 4)
e (2) ist falsch (da 22 =4, (—2)* = 4)
e (3) ist falsch (da 12 =1 # 4)

Bemerkung. Sei M eine Menge. Sei A(x) eine Aussage, die von einer Variablen x € M
abhangt.

a)
(Ve € M: A(x)) <= Jz € M: -A(x)

b)
—(dr e M: A(x)) <= Vre M: -A(x)

Bemerkung. Seien

Vee M dye N: A(z,y), (4)
dye NVoee M: A(z,y). (5)

Beachte: (4) und (5) sind unterschiedlich. Z.B.

VeeNJyeN:y=x+1 (wahr),
JyeNVeeN:y=x+1 (falsch). (6)

(6) heilt: Es gibt eine natiirliche Zahl y, so dass fiir alle natiirlichen Zahlen z gilt y = = + 1.
Daher beachte man, dass die Reihenfolge der Quantoren eine wichtige Rolle spielt.

0.3 Abbildungen
Seien M, N Mengen. Das (kartesische) Produkt von M und N ist

M x N :={(z,y) |z e M, ye N}

Analog fiir das Produkt von drei oder mehreren Mengen.

Fir M, N # & ist eine Abbildung F': M — N eine Vorschrift, die jedem = € M genau
ein y € N zuordnet. Man schreibt x — y = f(x), M = Definitionsbereich von f, N =
Wertebereich von f.
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Fir f: M — N eine Abbildung: A C M, B C N Teilmengen.

Bild von A unter f: fA) ={f(z)|lr € A} CN
Urbild von B: fHB):={x e M| f(z) € B}
Einschrankung von f auf A: fla: A— N,z — f(2)
Graph von f: Gy ={(r,y) e M x N|y= f(z)}

f heiBt injektiv, falls Va,y € M, x #y: f(x) # f(y).
f heilt surjektiv, falls Vy € N Jz € M: f(z) =y.
f heiBt bijektiv, falls f injektiv und surjektiv ist.
Z.B.

fi:Z —Z,xr— x+1 Dbijektiv,
fo: Z — Z,x — 2>  weder injektiv noch surjektiv.

1 Die reellen Zahlen
In der Schule ist man schon vetraut mit den folgenden Zahlenbereichen

N:={1,2,3,...} die Menge der natiirlichen Zahlen
Ny :=NU {0}
Z:={0,£1,+2,...} die Menge der ganzen Zahlen

Q= {g‘ €z, qu\{O}}
R die Menge der reellen Zahlen

Man hat
NCcNycZcCcQCR.

e Reelle Zahlen kann man intuitiv als Punkte auf der Zahlengeraden auffassen.

P, :
S “‘t—r t ._,f — —
-2 -4 c - 2 143

Py entspricht der Zahl, die gleich der Lange der Strecke O P ist.
P, entspricht der Zahl, die gleich minus der Lange der Strecke OP; ist.



e Man bemerkt, dass man in der Schile nur eine Vorstellung liber die reellen Zahlen hat
und die Zahlen noch nicht mathematisch streng definiert wurden.

e Unser Ziel ist es, die reellen Zahlen streng zu definieren und zu untersuchen. Dazu
erinnern wir zuerst welche Eigenschaften die reellen Zahlen erfiillen.

— Man kann reelle Zahlen addieren und multiplizieren.

— Es gibt eine , Kleiner-Relation” z < y fiir x,y € R:

— Die Zahlengerade hat keine , Liicken”. Um das zu sehen betrachten wir die rationalen
Zahlen auf der Zahlengeraden:

.Die Menge Q fiillt die Zahlengerade nicht aus”, d.h. es gibt Punkte in der Zahlen-
gerade, die nicht rationale Zahlen sind. Man sagt, die Menge Q hat , Liicken".

Beispiel. V2¢Q

O

Beweis. Wir nehmen an, dass v/2 € Q.

Dann gibt es p,q € Z mit ggT(p,q) =1 (d.h. p, ¢ sind teilerfremd: p, ¢ haben keine gemein-
samen Teiler). und v/2 = s

Daraus folgt Z—z = 2.

Das impliziert p? = 2¢°.

Daher 2|p? (2 ist ein Teiler von p?).

Es folgt 2|p, da 2 eine Primzahl ist. Anders gesagt gibt es ein k € Z mit p = 2k.

— p? = 4k? und 2¢® = p? = 4k?

— ¢®> = 2k* = ¢ ist durch 2 teilbar. Deshalb haben p, ¢ einen gemeinsamen Teiler,
welcher 2 ist. Widerspruch! Folglich /2 ¢ Q. O

Wir werden nun:

e die obigen Eigenschaften von R mathematisch formulieren,
e die reellen Zahlen durch diese Eigenschaften defnieren,

e die Zahlenbereiche N C Z C Q als Teilmengen von R wiederfinden. Genauer gesagt
fihren wir demnichst dem Begriff von Kérpern ein, die allgemeiner als R sind.

Korper erfiillen Eigenschaften wie R, die wir Kérperaxiome nennen.
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1.1 Die Korperaxiome

Definition 1.1.1. Sei K eine Menge. Seien

+: K xK—=>K T KxK—=K
(a,b) —a+b (a,b) = a-b

Abbildungen von K x K nach K.

Die Abbildung + heit Addition. a + b heilt die Summe von a und b.

Die Abbildung - heillt Multiplikation. a - b = ab heit das Produkt von a und b.

K (zusammen mit der Addition und Multiplikation) heit Kérper, wenn die Kérperaxiome
gelten:

1. Axiome fiir die Addition
(A1) Fiir alle a,b,c € K gilt
(a+b)+c=a+(b+c) (Assoziativgesetz)
(A2) Es gibt ein Element 0 € K, so dass fiir alle a € K gilt

a+0=a (neutrales Element der Addition oder Nullelement)

(A3) Zu jedem a € K existiert ein additiv inverses Element (—a) € K mit

a+ (—a)=0.
(A4) Fiir alle a,b € K gilt
a+b=b+a (Kommutativgesetz)
2. Axiome fiir die Multiplikation
(M1) Fiir alle a,b,c € K gilt
(ab)c = a(bc) (Assoziativgesetz)

(M2) Es gibt ein Element 1 € K \ {0}, so dass fiir alle a € K \ {0} gilt

a-1=a (neutrales Element der Multiplikation oder Einselement)

(M3) Zu jedem a # 0(€ K) existiert ein multiplikativ inverses Element a™' € K mit
aa”' = 1.

(M4) Fiir alle a,b € K gilt
ab = ba. (Kommutativgesetz)

3. Distributivgesetz

(D) Fiir alle a,b,c € K gilt (a + b)c = ac + be.
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Wir bezeichnen den Kérper K mit (K, +, ).
Beispiel 1.1.2. Q und R sind Kérper mit der iiblichen Addition und Multiplikation.

Satz 1.1.3. (a) Das Nullelement und Einselement sind eindeutig bestimmt.
(b) Fiira,b € K hat die Gleichung a+x = b genau eine Lésung © = b+ (—a). Entsprechend

hat die Gleichung ax = b fiir a # 0 genau eine Losung x = a~'b. Insbesondere ist das
zu A additiv (bzw. multiplikativ mit a # 0) inverse Element eindeutig bestimmt. Man

schreibt
b—a:=b+(—a), gzb/a = a"'b.
(c)
—(—a)=a
(~a) + (1) = ~(a +1)
(A7) =
a b7t = (ab)™! (a,b#0)
a-0=0
a(—b) = —ab
(—a)(—b) = ab

a(b—c) =ab—be

(d) Aus ab =0 folgt a = 0 oder b = 0.

Beweis. Zu (a): Sei 0/ ein weiteres Nullelement. Dann gilt 0 = 0+ 0, da 0’ Nullelement ist,
und 04+ 0" = 0’, da 0 Nullelement ist. Daraus folgt 0 = 0.

Zu (b): Man beachte

rT+a=>b
— ws+4+a+(-a)=>b+(—a)
=0
= r+0=>0+ (—a)
= r=>b+(—a)

Das bedeutet, b + (—a) ist die eindeutige Losung der Gleichung x + a = b.
Sei a ein weiteres additiv inverses Element von a, d.h. a + @ = 0. Anders gesagt ist @ Woche 2
eine Lésung von a + x = 0. Wir wissen schon, dass diese Gleichung genau eine Losung

hat, welche gleich —a ist. Daher gilt a = —a.
Somit ist das zu a additiv inverses Element eindeutig bestimmt.
Die entsprechende Eigenschaft fiir die Gleichung ax = b wird analog bewiesen.

Zu (c): Wir zeigen nur die erste Gleichung. Die anderen werden analog bewiesen.
Da a+(—a) = 0, ist a eine Losung von der Gleichung =+ (—a) = 0. Nach (b) bekommt
man a = —(—a).
Wir beweisen nun a - 0 = 0. Beachte
a-0=a(0+0)=a-0+a-0
— a-0—a-0=a-0+a-0—a-0
— 0=a-0



Zu (d): Seia,b € K mit ab= 0. Ist a = 0, dann sind wir fertig.
Ist @ # 0, dann nach (b) gilt b=0a"1-0=0.

Bemerkung. Aus a-0 =0 gilt a=! # 0 fiir a # 0.
1.2 Ordnungsaxiome

Definition 1.2.1. Ein Kérper (K, +,-) heilt total angeordnet, falls eine Teilmenge P C K
existiert mit den Eigenschaften:

(O1) Fiir jedes x € K gilt genau eine der Beziehungen: x € P, —x € P, x = 0.

(02) Fiir alle x,y € P gilt t +y,zy € P. Istx € P (bzw. —x € P), so heilit x positiv (bzw.
negativ).

In einem total angeordneten Kérper K fiihren wir eine Kleiner-Relation ein:
Seien x,y € K. Wir sagen ,,x ist kleiner als y"“, geschrieben © < vy, oder ,,y ist gréBer als x",
geschrieben y > x, falls

y—x e P: r<y &= y—xreP”l

(Die Notation ;<" bedeutet: wir sagen v < y genau dann, wenny —x € P.)
Man beachtet t € P <= x>0 und —x € P <— 1z <0.

Satz 1.2.2 (Rechenregeln fiir Ungleichungen). Sei K ein total angeordneter Kérper. Fiir alle
x,y,z,t € K gilt:

(a) v <yundy <z = x < z (Transitivitit)
(b) 1<y = z+z2<y+z
(c)r<y = —y<-—x
(d) x<yNz>0 = 2z2<yz, <y A 2<0 = xz>yz
(e) ©#0 = z* > 0. Insbesondere 1 > 0.
(flz>0 = 1>0, 2<0 = 1<0
() 0<z<y = 0<,<; <1, 2>1
(h) r<yundz<t = z+z<y+t
()0<z<y 0<z<t = 0<zz<yt
() r<yundd< A<l = z<ix+(1-ANy<y
Beweis. (a) Erinnere
r<y <<= y—xeP, y<z < z—yecP.
Nach (O2) bekommt man
(z-y)+y—z)ePl

(. /
~~

=Z—X

Folglich gilt = < z.



(b) Wir betrachten
(y+2)—(z+2)=y+z—z—z2=y—z € P (dazx<y).
Daraus folgt y + 2 > = + z.

(c) Betrachte
(—2) = (-y)=y—z€P(dz<y).

Daher gilt —z > —y.
(d)
yz—zz=(y—x)z€ PdazeP (2>0), y—xeP (y>ux)

Folglich yz > xz.
Die zweite Eigenschaft von (d) wird hnlich bewiesen.

(e) Sei # # 0. Falls z > 0, dann 2> = zx € P. Falls z < 0, Dann —x € P. Deshalb
(—x)(—x) € P.
—_—

:,7;2

(J) Da A >0, nach (d) gilt Az < Ay.
1-2A>0 = (1-XNz<(1-MNy

Nun beachte

]

Bemerkung. Sei K ein total angeordneter Kérper. Wir wissen schon, dass {0,1} C K und
1 # 0. Gibt es andere Elemente in K7 Dank der Ordnungsaxiome zeigen wir nun, dass K
noch weitere Elemente aufer 0 und 1 hat: In der Tat, da 1 > 0 (Satz 1.2.2 (e)) gilt

0+1<1+1=:2.

Folglich 0 < 1 < 2 usw.
In einem beliebigen Kdrper kann es passieren, dass 1 + 1 = 0!

Definition 1.2.3. Sei K ein total angeordneter Kérper. Ein Element x € K wird nichtnegativ
genannt, geschrieben x > 0 (v gréBer-gleich 0), wenn x > 0 oder x = 0.
Wir definieren eine Relation < auf K durch

r<y <= y—ux>0 (x kleiner-gleich y).

< ist eine Ordnungsrelation, d.h.




(a) © < x (Reflexivitat)
(b) x<yundy <z = =z <z (Transitivitit)
(c) x<yundy <x = x =y (Antisymmetrie)

Fiir zwei (nicht unbedingt verschiedene) Elemente z,y € K heiRt i das arithmetische Mittel
von z und y. Nach Satz 1.2.2 (j) gilt z < 22 < y (fiir A = 3).

Definition 1.2.4 (Vorzeichen und Absolutbetrag). Sei K ein total angeordneter Kérper. Sei
x € K. Man nennt

1 fallsxz >0
sgn(z) :=<0 fallsx=0
-1 fallsz <0

das Vorzeichen von x. Der Betrag von x ist

T x>0
lz] ;=2 -sgn(z) =40 x=
—x x<0
d.h.
T x>0
|z| =
-z x<0

Beachte, dass |x| > 0 fiir alle x € K.
Satz 1.2.5 (Rechenregeln). Sei K ein total angeordneter Kérper. Fiir alle x,y € K gilt:
(a) || >0undx #0 < |z| >0
(b) llzl| = |z|,  |—z| =[]
(c) 2| <y <= z<yund -z <y < —y<z<y
(d) |z +y| <|z|+yl, |lz|—|yll < |z —y| (Dreiecksungleichungen)
(e) [z] < [yl <= 2? <y
(f) © =y <= |z = [y| und sgn(z) = sgn(y).
(g) sgn(zy) = sgn(z)sgn(y), [y = |z|ly|

Beweis. (a) Erinnere, |z|] > 0 Vz € K und |z| = 0 <= z = 0. Daher sieht man, dass
r#0 = |z| >0.
Andererseits, wenn |z| > 0, dann gilt  # 0 und |z| > 0 (dies ist immer wahr). Daraus
folgt die Aussage (a).

(d) Nach Definition gilt < |z| und y < |y|. Aus Satz 1.2.2 (h) bekommt man z +y <
|z| + |y|. Wenn wir 2 durch —z (bzw. y durch —y) substituieren, gewinnen wir

(b)
—(r+y) < |-2|+ |-y = |z| + [yl
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Es folgt (nach (c))
|z +yl <[]+ [yl

Es bleibt die Ungleichheit ||| — |y|| < |z — y| zu zeigen.
Beachte
[z =lz+y—yl=lr—y+yl <[z —yl+yl
Folglich gilt
|z = ly] < o —yl.

Ahnlicherweise hat man
yl=ly —z+z| < |y — x|+ |z].

Daher gilt
yl =z < ly — 2| = [z —yl.
Nach (c) erhalt man
|| = Jyl| < [z —yl.

1.3 Vollstandigkeitsaxiom

Am Anfang des Kapitels haben wir gesehen, dass die Zahlengersde keine , Liicken” hat. Das
Vollstandigkeitsaxiom ist eine streng mathematische Formulierung dieser geometrischen An-
schauung.

Definition 1.3.1. Sei K ein total angeordneter Kérper, und sei A C K, A # &.

e A heillt nach oben beschrinkt, falls es ein ¢ € K gibt mit a < ¢ fiir alle a € A; ¢ heiBt
dann eine obere Schranke von A.
Ist ¢ eine obere Schranke von A und ¢ € A, so heillt ¢ Maximum von A, bezeichnet mit
max A.

e A heilt nach unten beschrankt, falls es ein ¢ € K gibt mit a > c fiir alle a € A; ¢ heiBt
dann eine untere Schranke von A.
Ist ¢ eine untere Schranke von A und ¢ € A, so heilft ¢ Minimum von A, bezeichnet mit
min A.

e /st A nach unten und oben beschrinkt, so heilflt A beschrinkt.

e Ein Element ¢ € K heiBt kleinste obere Schranke oder Supremum von A, bezeichnet
mit sup A, falls die folgenden Eigenschaften erfiillt sind:

(i) a < c fir alle a € A.

(ii) Ist b eine obere Schranke von A, so folgt ¢ < b.

e Ein Element ¢ € K heillt groBte untere Schranke oder Infimum von A, bezeichnet mit
inf A, falls die folgenden Eigenschaften erfiillt sind:

(i) a > c fiir alle a € A.

(ii) Ist b eine untere Schranke von A, so folgt ¢ > b.

11



Beispiel. Erinnere, dass 1 > 0 (Satz 1.2.2 (e)) und 2 =1+ 1 > 1. Betrachte

Ay ={zeK|0<z<1}, A ={reK|0<z<1}.

Man sieht: 0 ist eine untere Schranke von A; und A,, 1 und 2 sind obere Schranken von A;
und As. Deshalb sind A;, A5 beschrankt und 0 = min A;, 1 = max A4;.

Bemerkung 1.3.2. (i) Hat eine Menge ein Maximum (bzw. Minimum, Supremum, Infi-

(i)

(iii)

mum), so ist dieses eindeutig bestimmt.

Beweis. Seic = max A; d.h.c>aVa € Aund c € A. Sei ¢ ein weiteres Maximum von
A. Dann ist ¢ eine obere Schranke von A und ¢ € A. Daraus folgt ¢ > ¢ (da c € A)
und ¢ > ¢’ (da ¢ € A und ¢ eine obere Schranke von A). Deshalb gilt ¢ = ¢'. O

A hat ein Maximum <= A hat ein Supremum und sup A € A. In diesem Fall gilt
max A = sup A. Wir haben eine dhnliche Eigenschaft fiir das Minimum.

Beweis. ,,=": Angenommen, A hat ein Maximum und ¢ = max A. Dann ¢ € A und
wenn ¢’ eine obere Schranke von A ist, gilt ¢ > c. Es folgt ¢ ist die kleinste obere
Schranke von A. Daher gilt ¢ = sup A.

<"1 Ist offensichtlich.
Il

Es gibt nach oben beschrinkte Mengen, die ein Supremum besitzen, aber kein Maximum:
Betrachte K_ := {x € K |z < 0},

Man sieht, 0 ist eine obere Schranke von K_, und wenn c eine weitere obere Schranke
von K_ ist, dann ¢ > 0 (denn wenn ¢ < 0, bekommt man ¢ < § = <% < 0. Das ist ein
Widerspruch, weil 5 € K_, c < §).

Folglich ist 0 die kleinste obere Schranke von K_, d.h. 0 = sup K_, aber 0 ¢ K_.
Daher hat K_ kein Maximum (nach (ii)).

Ahnlicherweise gibt es nach unten beschrinkte Mengen, die ein Infimum besitzen, aber
kein Minimum.

Definition 1.3.3. Ein total angeordneter Kérper K heilt vollstindig, falls die folgende Ei-
genschaft (Vollstandigkeitsaxiom) erfiillt ist.

(V)

(V')

Jede nichtleere, nach oben beschrinkte Teilmenge von K besitzt ein Supremum.
Bemerkung. Die Aussage (V) ist dquivalent zur folgenden Aussage:

Jede nichtleere, nach unten beschrinkte Teilmenge von K besitzt ein Infimum.

Definition 1.3.4. Ein vollstindig angeordneter Kérper K heillt Kérper der reellen Zahlen,
bezeichnet mit R.

Satz 1.3.5 (Existenz von R). Es gibt mindestens einen Kérper der reellen Zahlen.

Satz

1.3.6 (Eindeutigkeit des Korpers der reellen Zahlen). Seien K und K’ zwei Kérper der

reellen Zahlen. Dann gibt es eine bijektive Abbildung ¢: K — K', so dass fiir alle x,y € K

gilt:

12
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(i) oz +y) = o(x) + »(y)
(ii) e(zy) = o(x)e(y)
(iii) (1) =1
(iv) Falls z < y, dann p(z) < o(y).

Der Satz besagt, dass K und K’ die gleiche Kdrperstruktur haben, d.h. K und K’ sind
isomorph. Wir sagen dann, R ist eindeutig bestimmt bis auf Isomorphie, und wir sprechen nun
von dem Korper R.

1.4 Natiirliche Zahlen und vollstandige Induktion

Wir wollen nun natiirliche Zahlen definieren. Wir mochten zum Einen, dass 1 eine natiirliche
Zahl ist, und zum Zweiten, dass jede natiirliche Zahl n einen Nachfolger n + 1 hat.

Definition 1.4.1. Eine Menge M C R heilt induktiv, falls
(a) 1€ M,
(b) reM = x+1€ M.

Sei R, := {z € R|x > 0} die Menge der positiven Zahlen. Man bemerkt, dass R induktiv
ist. Es gibt viele induktive Mengen, z.B. M := {x € R|z > 1}.

Die Menge der natiirlichen Zahlen ist definiert als Durchschnitt aller induktiven Teilemen-
gen von R:

N:=({M|M CR, M induktiv}

Beachte: N st auch induktiv und ist die kleinste induktive Menge, d.h. ¥ induktive Menge
MCRgilt NC M.

Bemerkung. Man findet ibliche Eigenschaften der natiirlichen Zahlen wieder. Man setzt
2:=1+1,3:=2+1,...,9:=8+1, usw. Diese Zahlen sind alle natiirliche Zahlen (d.h.
gehoren zu N). Die folgenden Eigenschaften gelten auch:

a) Firallen e Ngilt n > 1.

b) Fir alle m,n € N: m+n €N, mn € N,

(a)
(b)
(c) Ist m <n (m,n €N), soist n —m € N.
(d)

Zwischen n und n + 1 liegt keine weitere natiirliche Zahl. Insbesondere, falls z,n € N
mit x > n, so gilt x > n + 1.

Beweis. Zu (a): Da die Menge {z € R|z > 1} induktiv ist, so gilt N C {x e R|z > 1}.
Daraus folgt (a).

Zu (c): Sei A:={1}U{z € R|z — 1 € N}. Beachte: A C Nund A induktiv —= A =N.
Anders gesagt Vr € N\ {1} gilt z — 1 € N. Setze

B:={1}U{n e N|Vm <nund m € Nsoist n —m € N}.

Wir zeigen, dass B induktiv ist. Sein € B. Fallsn=1,soistn+1=2 € B.

13



Betrachte nunn > 1. Seim € Nmit m <n + 1.
Fallsm=1,soistn+1—-m=n+1—-1=n¢€N = n+1—mecN.
Falls m > 1, so ist m — 1 natiirliche Zahl. Folglich gilt

n—(m—1)eN(daneB) = n+l-m=n—(m—1)eN = n+leB,
d.h. B ist induktiv. Deshalb bekommt man B = N und (c) folgt.

Zu (d): Wir nehmen an, dass es n € N, m € N gibt mit n < m < n + 1. Es folgt
0 < m —mn < 1. Nach (c) hat man m —n € N. Deshalb bekommt man m —n > 1
(nach (a)), Widerspruch!

Somit folgt die gewiinschte Behauptung.
Die Aussage (b) wird dhnlich wie (a), (c) bewiesen.

Definition 1.4.2. Die Menge der ganzen Zahlen ist definiert durch

Z:=NU{0}U(-N)={0,+1,£2,...} CR.

Man bemerkt, die Summe (und das Produkt) von ganzen Zahlen wieder ganze Zahlen sind.
Wir setzen

Die Menge der rationalen Zahlen ist definiert durch

Q= {g'pEZ, qu\{O}}CR.

Eine Zahl z € R\ Q heiBt irrational.

Man kann leicht zeigen, dass Q (mit der Addition und Multiplikation der reellen Zahlen
und mit der Ordnung der reellen Zahlen) ein total angeordneter Kérper. Wir beachten jedoch,
dass Q nicht vollstandig ist.

Satz 1.4.3 (Induktionsprinzip). Hat M C N die folgende Eigenschaften:
(a) 1€ M,
(b) reM = xz+1€ M,

so folgt M = N.

Beweis. Nach der Voraussetzung ist M induktiv. Deshalb N C M (da N die kleinste induktive
Menge ist). Aus M C N bekommen wir N = M. O

Satz 1.4.4 (Beweis durch vollstandige Induktion). Seien A(n) Aussagen, die fiir alle n € N
definiert sind. Wenn

(a) A(a) richtig ist und
(b) Vn € N gilt die Implikation A(n) = A(n+ 1),

dann ist A(n) richtig Vn € N.
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Beweis. Setze M := {n € N| A(n) richtig}. Nach Voraussetzung gilt 1 € M, und wenn
x € M, dann 2+ 1 € M (denn die Aussage (Implikation) ,, A(z) = A(x + 1)" ist richtig).
Man sieht, dass M die Voraussetzung im Satz 1.4.3 erfiillt. Daher M = N. Anders gesagt ist
A(n) richtig ¥n € N. O

Der Satz 1.4.4 gibt uns eine mathematische Beweismethode (,,Beweis durch vollstandige
Induktion™), welche von groRter Bedeutung in der Mathematik ist.

Wir erklaren nun, wie man diese Methode anwendet:
Seien A(n) Aussagen, die von n € N abhdngen. Man will zeigen, dass A(n) wahr fir alle
n € N ist. Der Beweis durch vollstandige Induktion besteht aus zwei Schritten:

Erster Schritt (Induktionsanfang, n = 1): Wir zeigen, dass A(1) wahr ist.

Zweiter Schritt (Induktionsschritt, n — n + 1): Sei n € N. Wir nehmen an, dass A(n)
wahr ist (diese heilt Induktionsvoraussetzung), und wir miissen zeigen, dass A(n + 1)
auch wahr ist (diese heift Induktionsbehauptung).

Anders gesagt miissen wir zeigen, dass aus der Wahrheit von A(n) die Wahrheit von
A(n+ 1) folgt.

Beispiel. Zeigen Sie, dass Vn € N gilt
1
P+2+3F+ 4+ n—17+n= Zn?(n+1)2.

Beweis. Sein € N, und sei A(n) die Aussage 1°+2°+3%+- .-+ (n—1)*+n? = in*(n+1)2
Wir wollen zeigen: A(n) ist wahr fiir alle n.

Induktionsanfang (n = 1): Die Aussage A(1) ist wahr, das 13 =1 = 11%(1 +1)%.
Induktionsschritt (n — n+ 1): Sei n € N. Wir nehmen an, dass A(n) wahr ist. Wir liber-
priifen, dass A(n + 1) auch wahr ist. In der Tat hat man

P4+22 4+ =102+ +n+1)P°=1+2°+- +0°) + (n+1)°
1]
= Z—LnQ(n+1)2+(n+1)3

= (n+1)° (%2+n+1>

(1) (n2+in+4>
(n +2)?

= (n+1)> 1

Es folgt, dass A(n + 1) wahr ist. Daher haben wir bewiesen, dass A(n) wahr Vn € N
ist.

]

Bemerkung 1.4.5. Einen Beweis durch Induktion kann man mit einer beliebigen ganzen
Zahl anfangen. Sei ¢ € Z und Z>, = {n € Z| > q}. Seien A(n) Aussagen, die fiirn € Z>,
definiert sind.

Wenn

l(da A(n) wahr ist; IV)
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1) A(q) richtig ist, und
2) die Aussage ,A(n) = A(n+1)"Vn € Z>, gilt,
dann gilt A(n) ¥n € Zs,. Dies folgt aus Satz 1.4.4 durch Indexverschiebung: Die Abbildung

fiZsg—>Nn—n—-q+1

ist bijektiv und f(n+1) = f(n)+ 1.

v -

i 1 \ *
st b L. 4
1 ™

Definition 1.4.6 (natiirliche Potenzen). Sei a € R. Wir definieren die natiirlichen Potenzen
a", n €N, durch

a'=a, a":=d"a, neN
2 _ 3_ .2
zB. a*=a-a, a°=a"-a=a-a-a, usw.

Bemerkung.

e Die Definition 1.4.6 ist eine rekursive Definition. Im Allgemeinen kann man eine rekursive

Definition wie folgt beschreiben:
Es soll Vi € N ein Element f(n) einer Menge X zugeordnet werden durch

1) die Angabe von f(1), und

2) eine Vorschrift F, die Vn € N das Element f(n+1) aus den Elementen f(1),..., f(n)
zu berechnen zu berechnen gestattet:

fin+1) = F(f(1),..., f(n))

e Man denkt naiv, dass ein solches Verfahren unmittelbar sinvoll ist. In der Tat, um das
zu zeigen, braucht man den Rekursionssatz, den wir in der Vorlesung nicht besprechen.
Wir nehmen als gegeben an, dass rekursive Definitonen sinvoll sind.

e Fiir rekursive Definitionen kann man mit Z, anstelle der N betrachten.

Definition 1.4.7 (ganzzahlige Potenzen). Seia € R\{0}. Wir definieren die ganzzahlige Potenzen
a”, n € Z, durch

1 —n
a® =1, a’ = (a_l)_” = (—) fiirne€Z, n<0.
a

Man setzt auch 0° := 1.
Man beweist durch Induktion die Potenzgesetze:
a™tt =ad™-a" a" b= (ab)", (™) =a"™ Va,beR undm,n € Ny

Y

oder Va,b € R*, m,n € Z.
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Satz 1.4.8 (Bernoullische Ungleichung). Sei z € R, x > —1 und n € Ny. Dann gilt
(14+2)" > 1+ nax.

Ist n > 2 und x # 0, so ist die Ungleichung strikt.

Beweis. Induktion iiber n € Nj.

n=0: Manhat (1+2)°=1,140z=1 = (1+2)°>1+0z.

n — n+1: Sei n € Ny fest. Wir nehmen an, dass (1 + x)" > 1 + na. Durch Multiplikation
beider Seiten mit (1 + z) erhdlt man

(1+2)"" > (1 +nx)(1 + )
=1+nr +z + na
=1+ (n+ Dz +na?
>1+(n+1)x.
Ist x # 0, n > 1, so ist nz? > 0. Daher ist die Ungleichung strikt, wenn 2 # 0 und
n > 2.
]
Definition 1.4.9. Seien I und X Mengen. Eine Abbildung f: I — X,i — x; heiBt auch eine
Familie von Elementen von X, geschrieben (x;);c;.

Die Menge I heilt Indexmenge. Ist I = {1,2,...,n}, so heibt (z;)ic; := (x1,...,2,) €ein
n-Tupel. Man schreibt auch (x;)1<i<n.

Definition 1.4.10. Vn € N und ¥(z1,...,x,) n-Tupel von R definieren wir die Zahlen
Son a1 und []7, z1 rekursive durch

n+1

1 n
g Ti = T1, E Ti = g Ti + Tpy,
i1 i=1 i=1

1 n+1 n
Hl’i =T, HiZHiUi'iEnH-
i=1 i=1 i=1

Wir schreiben auch xy + -+ - + x,, fiir > | x; und @y -+ - @, fiir [[}, x;.
Wir setzen ) .., v :==0, [[;cpzi = 1.

ico Li
Sei I eine /ndeexmenge mit n Elementen, (x;);c; eine Familie von Elementen von R. Sei
I ={iy,...,i,} eine Aufzahlung von I. Wir setzen
n n
in ::ink:xi1+---+xi,,L, sz ::Hxik.
iel k=1 iel k=1

Die Definition ist abhdngig von der Wahl der Aufzdhlung.
Betrachten wir nun m,n € Z, und

Ly i ={k€Z|m<k<n}={m,...,n}.
Dann setzen wir

n
E xT; = E ZTi, H €T; = H ZTi.
k=m

1€ Lmn k=m i€1mn

Fiirm > n ist I,,,, = &, also gilt """ x; =0, [[\_, @i =1.



Definition 1.4.11. Fiirn € Ny wird n! (n Faukultat) definiert durch

n

also0!' =1, 1!=1undn!=1-2-3---n firn > 1.
Fiir o € R und k € Ny definiert man die Binomialkoeffizienten ,,a iiber k" durch

a 1 k—1 '
(k:) = HH(Q —J)

also
(g) =j1;[0(a—3)=1
(5)-
und
a) ala—1)---(a—k+1)
k) k!
firk > 1.

Man kann leicht zeigen:

(1) Rekursionsformel:

(2) Additionsformel:

(3) Vn, k € N, gilt

(4)

Bewelis.
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= (1) folgt. Daher.

(1) ()=

= (2) folgt.
Wir zeigen (3): Ist n < k, so ist

<Z> = =)= nln = 1) =m)-(n =k + 1) =0,

"0

Sein>k. Ist k=0, soist

Ist Kk > 1, so ist

Satz 1.4.12 (Binomischer Lehrsatz). Va,y € R, n € N gilt

([E+ )n_ n ZL‘n+ n xn—l + n xn—Z ++ n xn—1+
Y=\ o 1 Y719 4 n—1)"
_ (Z)xn—kyk
k=0

Insbesondere fiir n = 2,3 erhalten wir
(z+y)? = 2® + 2zy + ¢, (z+y)* = 2° + 32y + 3xy® +y°.

Beweis. Induktion tiber n € N:
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(x+y) ' =z+y= (é)ﬁ G)y

n —n+1: Sein € N. Wir nehmen an, dass die gewiinschte Gleichung fiir n gilt, d.h.

Betrachte

1.5 Folgerungen des Vollstindigkeitsaxioms

Satz 1.5.1 (Satz von Archimedes). Die Menge N C R ist nicht nach oben beschrankt, d.h.
zu jedem x € R gibt es einn € N mit n > x.

Beweis durch Widerspruch. Angenommen, N ist nach oben beschriankt. (V) = N besitzt
ein Supremum s = sup N. Es folgt, dass s — 1 keine obere Schranke von N ist, d.h. In € N
mitn>s—1 — x<n+1 = s keine obere Schranke von N, Widerspruch! O
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Folgerung: N ist unendlich.

Beweis. Ware N endlich, dann hatte N ein Maximum (insbesondere nach oben beschrankt),
Widerspruch! m

Satz 1.5.2 (Satz von Eudoxus). Zu jedem ¢ > 0 gibt es n € N mit % < e. Anders gesagt,
man hat inf {1 |n € N} = 0.

Beweis. Angenommen, es gibt ¢ > 0, so dass Vn € N gilt % > ¢. Folglich hat man n <

1 Vn € N; das bedeutet: N ist nach oben beschrankt (Widerspruch!). O

Satz 1.5.3 (Wohlordnungsprinzip). Jede nichtleere, nach oben (bzw. unten) beschrinkte
Teilmenge von 7 besitzt ein Maximum (bzw. Minimum). Jede nichtleere Teilmenge von N
besitzt ein Minimum.

Beweis. Sei A C Z(C R) nach oben beschrankt. Laut Axiom (V) gibt es s = supA € R
(d.h. s ist die kleinste obere Schranke von A). Folglich ist s — 1 keine obere Schranke von A.
Daraus folgt Ing € A mit s — 1 < ng. Daher gilt s < ng+ 1. Da s > a Va € A, bekommt
man ng+1>aVa € A(CZ) = ng > a Ya € A. Somit ist ng eine obere Schranke von A
und ng € A. Anders gesagt ny = max A.

Die Aussage fiir nach unten beschrankte Mengen wird dhnlich bewiesen.

Betrachte nun eine nicht-leere Teilmenge A C N. Dan > 1 Vn € N, ist A nach unten
beschrankt. Nach dem ersten Teil des Beweises besitzt A ein Minimum. O

Definition 1.5.4 (GauR-Klammer). Zu jedem x € R heiBt die ganze Zahl
|z] ;== max{k € Z|k < x}

die GauB-Klammer oder der ganzzahligen Anteil von x (d.h. die groBte ganze Zahl, die kleiner
oder gleich x ist). Setzen
frac(x) == o — |x|.

Ist > 0, so ist frac(x) der Nachkommateil von x, z.B. |3,1] = 3, frac(3,1) = 0,1.
Man hat: Vx € R: |z] <z < |z]| + 1.

Satz 1.5.5 (Dichtheit von Q in R). Seien a,b € R, a < b. Dann gibt es ¢ € Q mit
a < q<b. Seiena C B C R. Wirsagen, A ist dicht in B, fallsVz,y € Bmitx <y, 3z€ A
mit x < z < vy. Der Satz 1.5.5 besagt, dass Q dicht in R ist.

Beweis. Da b — a > 0, nach Satz 1.5.2 9n € N mit % < b — a. Dann gilt na + 1 < nb.

Andererseits erinnere, dass na < |[na| + 1 < na + 1 < nb. Dividiert man beide Seiten durch

|nal +1

n, so erhilt man a < < b wie gewlinscht. ]

n
——
€Q

Satz 1.5.6 (Existenz der k-ten Wurzel). Sei a € R, a > 0 und sein k € N. Dann gibt es
genau ein o € R mit xy > 0 und zf = a, genannt k-te Wurzel von a, geschrieben

ar = Va = x.
Beweis. Wenn k = 1, ist die Behauptung offensichtlich. Wir betrachten nun k > 2.

Eindeutigkeit: Wir nehmen an, dass 3z,y > 0 mit ¥ = y* = a. Erinnere z < y <=
zF < y* (k € N). Folglich, wenn # y, so gilt 2% # 3*. Somit erhilt man x = y.
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Existenz: Wir zeigen, es gibt z € R, > 0, mit 2% = a. Setze
A= {xER‘xZOundxk<a}.
Beachte, dass0 € A — A # @.

Zweitens ist 1+ a eine obere Schranke von A, denn x € A — 2% < a < 1 + ka, welche
kleinergleich (1 + a)* (nach der Bernoulli-Ungleichung) ist. Daher gilt

F<(l+a)f = z<1+a

Deshalb ist A nach oben beschrankt.
Nach Axiom (V) Js = sup A. Wegen 0 € A gilt s > 0.
Wir beweisen s* = a durch Widerspruch:
Angenommen, s* # a. Es gibt dann zwei Moglichkeiten: s* < a, s* > a.

Fall 1: s*<a
Binomischer Lehrsatz (Satz 1.4.12) besagt ¥n € N

(+1>’“k+k e Lo ()2
ST T 1)° n k) nk

1 k k 1 k 1
ok b k-1 k-2 Lo
e () G)de ()i
1 k k k
ekt k-1 2
< (O) e (G) e (0)
n
wobei b := (’f)sk*1+---+(lg).

Satz von Eudoxus impliziert: 9ng € N: % < % Es folgt

k

1\* 1 —
<s+—> Ssk+—-b<sk+a
N No

2 -b=aq.

Somit s + nlo € A. Da s eine obere Schranke von A ist, gilt s + nio < s, Widerspruch!

Fall 2: s* > a. Insbesondere s > 0.
Nach Satz von Eudoxus 3n € N: L < s. Daher - <1 = —-L > —1. Es folgt

(=) = (- 5) 2 (- 5)

nach Bernoulli-Ungleichung und Tatsache, dass 1 — — Z 0.

Wir wollen nun eine Zahl n € N sehr gro wahlen, so dass s"(1—2L) > a. Dazu beachtet

man

k k & ksk—1 kst
sS(1l——)>a <= s"—a> = n>—.
SN n ST —a

Wahle n mit dieser Eigenschaft. Daher

1\F
sk<1—£)>a,und (s——) 23k<1—£>>a.
sn n sn
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Andererseits erinnern wir, dass s = sup A. Daraus folgt: 3z € A mit x > s— % Deshalb

erhalt man
I\
k
a> " > <s——> > a.
n
Widerspruch!
Zum Schluss gilt s* = a. Da a # 0, gilt s # 0 (daher s > 0). O

Definition 1.5.7 (rationale Potenzen). Sei a > 0. Setze
am = Vak firk € Z, m e N
Fiir g € Q schreibe q = % und wir definieren a® := am = Vak.
Diese Definition hdngt von der Darstellung ¢ = % der Rational Zahl q nicht ab. Es gelten
die folgenden Potenzgesetze:

ala” = a7, (a?)" = a®, fira >0, ¢q,r € Q.

Sei (r1,a,...,x,) ein n-Tupel von reellen Zahlen. Die Zahl
1 & 1
—ka = —(l‘1+"'+fﬂn)
n n
k=1
heiBt das arithmetische Mittel von (x1, ..., x,). Sind alle z}, > 0, so heit

n
||.TZ = /x1...Tp
=1

das geometrische Mittel von (z1, ..., x,).
Es gilt die AGM-Ungleichung (A = arithemtisches, G = geometrisches, M = Mittel):

1
_(x1++xn)2 STy Ty Vxl,..-,an(),
n

wobei die Gleichheit genau dann auftritt, wenn 1 = x5 = --- = x,,. Fiir n = 2 lautet diese
Ungleichung

r+y>2xy Vx,y>0.

Bemerkung. Wenden wir die AGM-Ungleichung auf 2y = 1, xp = &%, ..., z, = &I an
(wobei x € R, z > —n, n € N), erhalten wir

r+n r+n 1 r+n r+n
1- < 1+ + -4+
nh n n ~n+l on n
n‘r;al n‘n,1a|
r4+n\m1 _ x+n+1
= () =
n n+1
A" r n+1
— <1+—> §(1+ )
n n+1

firxeR, 2> —n,neN.
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Die Gleichheit tritt genau dann auf, wenn

_QZ—Q—H

1= xz=0.

n

Deshalb bekommt man

A" T n+1
(1+—> <<1—|— > VneN, x> —n, z#0.
n n+1

Definition 1.5.8. Eine Teilmenge I C R heilt Intervall, wenn I mit je zwei Elementen x < y
(x,y € 1) auch alle Elemente z mit x < z < y erhalt.

Beispiel 1.5.9. Seien a,b € R. Dann ist
la,b] :={x e R|a <z < b}

ein Intervall. Falls a = b, ist [a,b] = {a}, falls a > b, ist [a,b] = @.
Die Folgenden Mengen sind auch Intervalle:

(a,b) :=={zr €R|a <z <b}
(a,b] :={xr €R|a < x <b}
[a,b) :={zr € R|a < x < b}

In der Tat kann man zeigen, dass ein Intervall von einer der Formen ist: [a,b], [a,b), (a,b],
(a,b).

Intervalle der Form [a,b] heien abgeschlossen oder kompakt.

Intervalle der Form (a,b]. [a,b) heien halboffen.

Intervalle der Form (a,b) heien offen.

Definition 1.5.10 (Intervallschachtelung). Fiir ein Intervall I mit den Endpunkten a,b € R
definieren wir die Lange von I als |I| := |b — al.
Eine Familie (I,,)nen von kompakten Intervallen heilt Intervallschachtelung, falls gilt:

(i) Insr C I, VneN,
(i) Ve >03n e N: |I,,| < ¢

Satz 1.5.11 (Intervallschachtelungsprinzip). Zu jeder Intervallschachtelung (I,,)nen gibt es
(genau) ein x € R mit (), .y In = {z}.

Der Satz gilt nicht, wenn wir nicht fordern, dass I,, abgeschlossen sind, z.B. fiir 1, = (0, %) Woche 5
hat man I,,,; C I,, und Ve > 0 dn: |I,| < c. Bemerke (), o I, = @ (weil wenn ein z € I,, ¥n,
dann 0 < z < % Vn € N, das ist Widerspruch wegen des Satzes 1.5.2).

Beweis. Schreibe I,, = [a,,b,]. Sei A := {a,|n € N} # @&. Da I, C I, fir m > n, gilt
an < ay < by, < b,. Folglich hat man b, > a,, Vm,n € N. Anders gesagt b, ist eine obere
Schranke fiir A Vn € N.

Nach Vollstandigkeitsaxiom Jsup A. Deshalb sup A < b, Vn € N. AuBerdem a, <
sup A Vn. Es folgt sup A € [a,,b,] Vn. Daher gilt sup A € (), oy In, d-h. (), o In enthilt
mindestens eine Zahl.

Wir zeigen nun, dass (1), hochstens eine Zahl enthdlt. Dazu nehmen wir 2,y €
Mhen In- O.B.d.A. nehmen wir an, dass = < y. Es folgt [z,y] C [an,0,] = 0<y—a <
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b, — a, = |I,] Yn € N. Da (I,,)nen eine Intervallschachtelung ist, gilt: Ve > 0 In: |I,,| < e.
Daraus folgt: 0 <y —a < e Ve > 0.

. — \ >
- V"“)L fz

Daher erhilt man y —z = 0 (denn wenn y — z > 0, setze ¢; +%; man sieht: y — x > ¢,
Widerspruch!).
Zum Schluss besitzt (), .y I, genau ein Element. O

(e -2

Dann ist (I,,)nen eine Intervallschachtelung. Die Zahl e mit (), o I, = {e} heilt Eulersche Zahl.

Satz 1.5.12. Se/
I, =

Beweis. Erinnere

T\ z "
<1+—> <<1—|— ) VneN, x> —-n, #0
n n+1

Ersetzen z = 1, —1 in der Ungleichung, erhalten wir

<1—|——> <<1—|— ) Vn € N, (1——) <(1— ) Vn € N.
n n+1 n n+1

Setze

Man hat

-1 —1
Ay, < an+1 < bn+1 = Cn+2 < Cn+1 — bn;

Erinnere b, ist eine obere Schranke von A = {a,, | m € N} (siehe Beweis von Satz 1.5.11).
Insbesondere gilt

1+1
aM§b1:<1—|—I> :22:4 VYm € N.

Wir betrachten

1\ 1\" 1\" 1 1 4
= () ) (Y (e ) ma et
n n n n n n

Sei e > 0 und n. € N mit n_! < e. Daher fiir n > 4n. hat man

4 4 1
n =~ 4n. n.
Es folgt, dass (I,,),en eine Intervallschachtelung ist. O
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1.6 Die Uberabzihlbarkeit von R

Definition 1.6.1. (i) Zwei Mengen X,Y heilen gleichmachtig, wenn es p: X — y bijektiv
gibt. Wir schreiben X ~ Y. Die Relation X ~ Y ist eine Aquivalenzrelation, d.h.

o ~ st reflexiv: X ~ X VYMenge X (betrachte ¢ = Identitatsabbildung)

e ~ ist symmetrisch: falls X ~Y, dannY ~ X (denn falls 3p: X — Y bijektiv,
dann ¢=': Y — X (inverse Abbildung) auch bijektiv)

e ~ st transitiv: falls X ~ Y, Y ~ Z, dann X ~ Z (denn falls p: X — vy,
W:Y — Z bijektive Abbildungen, dann ist 1) o p: X — Z auch bijektiv)

(ii) Eine Menge X heit endlich. falls X = @ oder 3n € N: X ~ {1,2,...,n}. Die
Kardinalzahl von X ist

| X|:=0 falls X = &, | X|:=mn falls X ~{1,2,...,n}.

(i) Eine Menge heit unendlich, wenn sie nicht endlich ist.
(iv) Eine Menge X heilt abzihlbar, falls X ~ N; X heilt héchstens abzahlbar, falls X
endlich oder abzihlbar ist.

Ist X héchstens abzahlbar, so heit eine Bijektion f: {1,2,...,n} — X (wenn X
ebdlich ist) oder f: N — X (wenn X unendlich ist) Aufzihlung von X.

Ist X nicht hochstens abzahlbar, so heift X nicht abzdhlbar oder iiberabzihlbar.

Beispiel. A := {n € N|n gerade} und f: A — N,n — % bijektiv. Daher ist A abzihlbar.
Satz 1.6.2. (i) Jede Teilmenge einer abzahlbaren Menge ist hochstens abzéhlbar.
(ii) Jede unendliche Menge besitzt eine abzahlbare Teilmenge.

(iii) Sind A und B abzihlbare Mengen, so ist auch A x B abzihlbar. Eine dhnliche Aussage
gilt auch fiir héchstens abzahlbare Mengen.

(iv) Sind A, héchstens abzahlbar fiir k € N, so ist | J, .y A héchstens abzahlbar.

Beweis. Zu (i): Sei X eine abzihlbare Menge. Man hat ¢: X — N bijektiv. Sei A C X.
Falls A endlich ist, ist A hochstens abzahlbar. Betrachte A unendlich. O.B.d.A nehmen
wir an, X = N (durch ¢). Dann A C N.

Wohlordnungsprinzip impliziert: A hat ein kleinstes Element a;, d.h. a; = min A. Ahn-

licherweise bekommt man a; = minA \ {a1}, a3 = min A\ {ay,as}, ..., a, =
min A\ {a1,...,a,_1}, usw.

Da A unendlich ist, ist a\ {a1, . .., a,_1} nicht leer. Daher ist a,, wohl-definiert, und man
bekommt {a, }nen rekursiv. Zudem bemerkt man, dass a,, ¢ {a1,...,a,-1} Vn € N.

Es folgt a; # a; Vj,j' € N, j # 5 (*). Daraus folgt, dass die Abbildung ¢4: A —
A, n + a, bijektiv ist:

@ ist injektiv nach (*).

@4 ist surjektiv, denn A = {ay,...,a,,...} (weil: k € a = k € {ay,...,ax}, da
a, > n Vn). Daher a ~ N.

Zu (ii): Ist A eine unendliche Menge, so wahlt man nacheinander ag € A, a; € A; =
A\ {ap}, ag € Ay := A)1\ {a1} usw. Das Verfahren bricht nicht ab.
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Zu (iii): Wegen A ~ N, B ~ N geniigt es nachzuweisen, dass N x N = N? abzihlbar
ist. Dazu zeigen wir, dass die Abbildung ¢: N* — N, (m,n) ~ 2™ - 3" injektiv ist.
Seien (m,n),(p,q) € N2 mit ¢(m,n) = é(p,q). Also 2™ - 3" = 2P . 37. Nach der
Primzahlzerlegung gilt m = p, n = ¢. Deshalb ist ¢ injektiv. Nach (i) ist N? abzihlbar.

Zu (iv): Jede der Mengen Ay, l3sst sich in der Form
A ={ag, |0 <n <py} oder Ap={A |ne€N}

schreiben.

Sind die Ay paarweise disjunkt, so wird die Abbildung ¢: J,.y Ax — N? durch die
Nummerierung ay, — (k,n) definiert. Man sieht, dass ¢ injektiv ist.

Nach (i) ist |J,cy A hochstens abzahlbar.

Im Allgemeinen betrachtet man By := A, By := Ay \ Ay, By := A3z \ (A1 U Ay),
-..usw. Da ey Br = Upen Ak und By, paarweise disjunkt sind, nach dem ersten Teil
des Beweises, ist UkeN Ay, hochstens abzahlbar.

UJ

Satz 1.6.3. Q ist abzihlbar, 7 ist abzahlbar.

Beweis. Setze N_ := {n€Z|n <0} und ¢: N. — N/n — —n bijektiv = N_ ist
abzahlbar. Da Z = N_ U {0} UN, bekommt man, dass Z abzahlbar ist.
Ahnlicherweise betrachtet man

Qi ={reQlz>0}, Q. :={re€Qlz<0}.
Man hat Q. ~ Q_ mithilfe der Bijektion x — —x.
Setze
A, = {g'peN} Vg € N.
Bemerke

Q+:{§'p,q€N}:UAq.

qeN

Nach Satz 1.6.2 ist Q. abzahlbar. Daher ist Q_ auch abzahlbar. Folglich ist Q = Q_U{0}UQ_
abzahlbar. [

Satz 1.6.4. R ist nicht abzahlbar.

Beweis. Angenommen, R ware abzahlbar. Schreibe R = {z,,} Wir konstruieren eine Fa-

neN”

milie der kompakten Intervalle (1,,)nen mit |1,,| = ?% und z,, ¢ I, Vn und I,,; C I, (insbe-
sondere ist (I,,)nen eine Intervallschachtelung).
Sei Ip = [0, 1].
_ 3
11, f\,«..vﬂj: e -“f::)
—e —f-r'm*‘ﬂ—‘_)\_
O A = T
5 2

)
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Sei I; = [ay, by] eines der Intervalle [0,1], [3,2], [2,1], das z; nicht enthilt. Sei I, eines
der Intervalle

by — by — 2 2
a’lua1+ ! 3a1:|7 |:CL1+ . 3a17a1+§<ba_aa>:|7 |:a1+§(bl_al)7b3 )
das x5 nicht enthilt. Bemerke |Io| =1, [I1| = 3, || = 35 und I, C I C .
Wir wiederholen das Verfahren, um I3, I, ... usw. zu erhalten, d.h. wir bekommen (7,,),en
mit:
1
z, & I, I, C I, |I,| = T I,, kompakt.

Beachte 3" = (1 4+ 2)" > 1 4 2n > n. Nach dem Satz von Eudoxus:

1 1
Ve>0dn: —<e = <€ = |I,| < e.
n n

Folglich ist (1,,), eine Intervallschachtelung. Satz 1.5.11 besagt (), .y In # @. Andererseits,
denn z,, ¢ I, Vn. Man bekommt

{xn|7:”LRE N}N <gfn> =

Widerspruch! Deshalb ist R tiberabzihlbar. H

1.7 Der Korper der komplexen Zahlen

Erinnere, dass Vo € R: 22 > 0. Deshalb gibt es keine reelle Zahl z mit 22 = —1. Wir
konstruieren nun einen Korper, in dem die Gleichung 22 = —1 eine Ldsung hat.
Auf R? fiihren wir eine Addition und Multiplikation wie folgt ein:

(x,y + (u,v) := (x +u,y +v), (z,y) - (u,v) := (xu — yv, zv + yu).

Satz 1.7.1. (R? +,-) ist ein Kérper mit Nullelement (0,0) und Einselement (1,0). Dieser
Kérper heiBt Kérper der komplexen Zahlen, bezeichnet mit C := (R?, +-).

Der Korper sieht ein bisschen kiinstlich aus. Aber seine geometrische Deutung wird spater
erklart.

Beweis. Die Kérperaxiome werden direkt iiberpriift. Fiir (z,y) # (0,0) ist das zu (z,y) mul-
tiplikative Element gleich

(« y)1=< s )
’ I2+y27$2+y2 ’

Satz 1.7.2. Die Abbildung ¢: R — C,x +— (z,0) hat die Eigenschaften:
i) ez +y)=p@)+ )
i) p(zy) = p(x)ey),
i) o(1) = (1,0).
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(Man sagt, ¢ ist ein Kérper-Homomorphismus.)

Beweis.

(z +,0) = (2,0) + (y,0), (z,0)(y,0) = (zy,0)
0

Die komplexen Zahlen {(z,0) |z € R} formen einen Kdrper mit der induzierten Addition
und Multiplikation von C. Wir sagen, dass {(x,0) |z € R} ein Unterkdrper von C ist. Da der
Homomorphismus ¢: R — {(z,0) |z € R} bijektiv ist (d.h. ¢ Isomorphismus), identifizieren
wir R mit {(z,0) |z € R} und sagen, dass R ein Unterkdrper von C ist.

Wir schreiben fiir (z,0) kurz z, also 0 fir (0,0), 1 fir (1,0), usw.

Definition 1.7.3. Die (nicht-reelle) Zahl i := (0,1) heilt imaginére Einheit. Es gilt

i =(0,1)(0,1) = (0* - 1%,0-14+1-0) = (-1,0) = —1.
Wir schreiben nun
(z,y) = (z,0) + (0,y) = (z,0) + (y,0)(0,1) = = + iy.

Dann heit x Realteil von z = (x,y), und y heit Imaginarteil von z, geschrieben Re z := «z,
Imz:=y.

Definition 1.7.4. Die konjugierte Zahl zu z = x + iy ist Z := x — iy.

Satz 1.7.5 (Rechenregeln). Vz,w € C gilt:

() zvw=24+w,Z-w=2-w

(i) z+Z=2Rez z—zZ=2iImz

(i) z=Z%2 <= z€R, z2=—-% < z € iR (wobei iR := {iy|y € R})
(iv) 2z = 2* +y* > 0 fiir 2 = x + iy.

(v) z==z

Definition 1.7.6. Vz € C heit |z| :== \/2Z = \/2? 4+ y? den Betrag von z. Wenn z € R, ist
2| = /22 der iibliche Betrag von reeller Zahl .

Satz 1.7.7 (Rechenregeln fiir den Betrag). Vz,w € C gilt:

(i) 12| >0, |2/ =0 <= 2=0

|N\

(i) Ist z #0, so ist 271 = =Z;.

|z

(iii) 2] = ||
(iv) [Rez| < |z|, Imz| < |z] Woche 6
(v) |z -wl = |2 - |w|

(vi) |z 4+ w| < |z] + |w| (Dreiecksungleichung)
Die Gleichheit gilt genau dann, wenn eine der folgenden Aussagen gilt:
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(a) z =0 oder w =0
(b) z# 0 undw # 0 und Z € R, (Menge der positiven Zahlen)
(vii) ||z| = |w|| < |z — w| (umgekehrte Dreiecksungleichung)
Beweis. Wir zeigen nur (vi), (vii).
|2 +w|* = (2 +w)(z T w)
=(z+w)(z+w)
= 2Z + 2w + wz + ww
= |2’ + 20 + 20 + |w|
= |2|* 4+ 2 Re(2wW) + |w|
< |2]* + 2|z||w| + |w|* nach (iv)
= (|| + |w])®

Folglich gilt |z + w| < |2]| + |w].
Die Aussage (vii) folgt aus (vi) nach Begriindung wie im Beweis von Satz 1.2.5 (d). O

Geometrische Deutung der komplexen Zahlen (GauR’sche Zahlenebene)

Wir stellen
z=x+iy=(z,y) € R’

als einen Punkt in der Ebene mit kartesischen Koordinaten dar (oder als einen Vektor mit
Ursprung im Nullpunkt (0,0) und Endpunkt (z,v)).

¥

b hulﬂﬁ‘ =

X )
(m‘“}} /‘fL 9
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Die Addition komplexer Zahlen ist dann die iibliche Vektoraddition nach der Parallelor-
grammregel.

Die Dreiecksungleichung ldsst sich auch veranschaulichen wie folgt:

2 Folgen und Konvergenz

2.1 Definition und Beispiele

Definition 2.1.1. (i) Sei A # @. Sei q € Z, Z>, := {n € Z|n > q}. Eine Abbildung
f:Z>, — A heillt Folge in A. Ist a,, := f(n), so schreibt man f als (a,)n>q. Ist ¢ =1,
so bezeichnet man (a,,)n>1 auch mit (a,)nex.

Die Elemente a,, heilen Glieder der Folge.
Der Einfachheit halber betrachten wir in der Theorie nur Folgen mit Indexmenge N, in
der Praxis treten auch Folgen mit Indexmenge Z>, auf.

(ii) Einge Folge (a,)nen heit konvergent, wenn es a € R gibt mit der Eigenschaft: Zu
jedem e > 0 gibt es ng = no(e) € N, so dass fiir alle N mit n > nq gilt: |a, —a| < ¢.
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Man beachte, dass no = ng(¢) € N im Allgemeinen von ¢ abhdngt. Diese Definition
lautet formal:

(@p)nen konvergent <= Ja € RVe >0 3IngVn>ng: |a, —al <e

In diesem Fall heit die Zahl a Grenzwert oder Limes der Folge (a,)nen, und man schreibt

lim a, =a oder a, — a firn— oo
n—oo

(gelesen: a,, strebt gegen a fiir n gegen unendlich)
(iii) Konvergiert eine Folge gegen 0, so heilt sie Nullfolge.

(iv) Eine nicht konvergente Folge heit divergent.

i/

Ty

—k—t)
a-¢’ CA axef d+%

a-<

]

Beachte:

lag —a| <= —e<a,—a<c¢
<~ a, € (a—¢,a+¢)

Bemerkung. Im Konvergenzfall ist der Grenzwert einer Folge eindeutig bestimmt. Wairen
' # a zwei Grenzwerte, so gibe es zu € := 1|a’ — a| > ¢ Indizes N und N’ derart, dass

la, —a| <eVn >N, la,—d|<eVn>N.

Fir n > max N, N’ gilt dann
/ !/ 2 /
O<|a—a|§|an—a\+\an—a\<2<€:§|a —al.

Widerspruch!

Definition 2.1.2. Seia € R, e > 0. Die Menge B-(a) = {x € R||z — a|] < e} = (a—¢,a+¢)
heit e-Umgebung von A. Jede Teilmenge U C R, zu der es ein ¢ > 0 mit B.(a) C U gibt,
heiBt Umgebung von a. Man hat:

a, = a flirn —o0 <= Ve>03dnyVYn>ng: a, € B(a).
Beispiel.

(i) Wenn a,, = a Vn € N, so heilt (a,),en eine konstante Folge. In diesem Fall hat man
a, — a fur n — oo trivialerweise.

(i) Die Folge (£)qen ist eine Nullfolge. Denn sei & > 0 vorgegeben. Nach Satz von Archi-

medes (Eudoxus) 3ng(e) € N mit #(E) < €. Damit ist

1
= — <eVn>ng(e).
n

-

n

3
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(iii) Die Folge a, = (—1)", n € N ist divergent.
Beweis. Angenommen, die Folge (a,).en konvergiert gegen eine reelle Zahl a. Schreibe
(@n)nen wie folgt:
ay, Ao, ag, . . . oder -1,1,-1,1,—1,...

Dann gibt es nach Definition zu ¢ := % ein ng € N mit |a,, — a| < % Vn > ngy. Nach der
Dreiecksungleichung gilt

1
2:|an+1—an|:|an+1—a—|—a—an|§|an+1—a|+|an—a|<§+§:1.

Widerspruch! m

Satz 2.1.3. Es gilt

(i) lim #:O,VSEQ,S>0
n—oo

(i) lim /a=1,Ya>0
n—o0

(ifi) lim /m =1
n—oo

(iv) lim a" =0, Va € R mit |a| < 1
n—oo

(v) lim Z =0, Vs € Q und Va € R mit |a| > 1
n—oo

an

Beweis. Zu (i): Sei e > 0. Sei ng(e) > =, no(e) € N. Fiir n > ng(e) gilt

&€

=—<

e T P

nS

—_
—_
AN
~/
m
W |
N——
Vo)
I
™

-

Zu (ii): Wir zeigen, |{/a — 1] ist klein, wenn n groB ist. Setze x, := {/a — 1. Wir schatzen
x,, ab. Betrachte zwei Falle:

Fall 1: ¢ > 1. Dann z, > 0 (da /a > V1= 1). Bernoulli-Ungleichung impliziert

a=(14+z,)">1+nx, > nx,.
Daraus folgt 0 < 2, < %. Anders gesagt 0 < |{/a — 1| < 2. Beachte, ¢ ist klein,
wenn n grol8 ist. Genauer gesagt Ve > 0, wahle ng > %. Dann fiir n > ng: 2 <
- < . Esfolgt [{/a — 1| < & < & Vn > ng. Daher gilt nh_)rgo’\@/a: 1.
. . 1 . . n/1l __ n/l
Fall 2: 0 <a < 1. Dann ist - > 1. Nach Fall 1 gilt nlggo \/; = 1. Da \/; = e

. 1
bekommt man nhg&% =1, d.h.

1
——1‘<61Vn2n51.

Va

Ve; >0 dn., >0, n., € N so dass
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Deshalb gilt
‘1— (L/a| <eia
> —aa< Va—1<eVa
1
, Va>

1—|—51 1—61

= Va <

Man erhalt

1_8; < va—1< 1i1€1 Vn > ne,.
Nun betrachte ¢ > 0. Wahle £, > 0 mit £~ < ¢ und == < £ (z.B. I6st man die
Ungleichungen, bekommt man &; < =). Folglich gilt |{/a — 1| < & Vn > n.,.
Daher gilt lim {/a = 1.

n—oo

]

Hinweis zu (iii): {/n >1dan > 1. Setze x, :== Yn—1> 0.

n=14z,)">1+ <Z)xi

V2
- Ty < -
n

= 1z, — 0 firn— co.

Hinweis zu (iv): Setze &~ =1+, x > 0.

|al

1
W:(1+x)"21+nx>nx.
a

Daher gilt [a]" < L = a™ — 0 fiir n — 0.

Hinweis zu (v): Es geniigt, s > 0 zu betrachten: Schreibe |a| = 1+, x > 0. Sei k € N
mit k& > s+ 1. Fir n > 2k gilt

(14 z)" > (Z):Ek:n(n—l)...(n—k+1)%mk

n\k ¥
>(3) 7
= i < nsk—‘ﬁ = —Qkk!
ar 2k nk  pkpk—s
2FE! 1
zhn

klein, wenn n groB ist

Definition 2.1.4. (i) Eine Folge (ay)nen heilt beschrinkt, wenn es M > 0 gibt, mit
la,| < M ¥n € N.
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(ii) Eine Folge (a,)nen(C R) heit monoton wachsend (steigend), wenn a,, < a1 Vn.
Eine Folge heift monoton fallend, wenn a,, > a,,1 Vn.
(an)nen heilt streng monoton wachsend (bzw. strng monoton fallend), wenn a,, < a,,.1 Vn €
N (bzw. a,, > a,41 Yn € N).

Satz 2.1.5 (Monotonieprinzip). Sei (an)nen eine Folge in R, a := {a, |n € N}.
(i) Falls (a,)nen monoton wachsend und beschrankt ist, so gilt a,, — sup A fiirn — co.
(ii) Falls (a,)nen monoton fallend und beschrankt ist, so gilt a, — inf A fiirn — oo.

Beweis. Zu (i): Setze a := sup A. Dann gibt es ny mit a,,, > a—e (¢ > 0 gegeben). Folglich
fiir n > ng gilt
a—¢e<ap, <a,<a.
———

(an)nen monoton wachsend

Deshalb erhilt man |a, — a| < e Yn > ny. Damit a,, — a fiir n — oc.

Zu (ii): Analog.
0

Bemerkung 2.1.6. (i) Sei (1,,),en eine Familie von Intervallen in R mit I, = [a,,b,],
a, <b,. Man sieht:

(an)nen ist monoton wachsend

(In)nen ist eine Intervallschachtelung <~ (bn)nen ist monoton fallend
lim (b, — ay) = 0
n—r00

In diesem Fall besagen die Sitze 1.5.11 & 2.1.5 (Intervallschachtelungsprinzip), dass
Jz € R mit lim a,, = = lim b,. Die Zahl x = sup{a, |n € N} =inf {b, | n € N}.

n—0o0 n—oo

(ii) Daher impliziert der Satz 1.5.12, dass (1 + 2)" — e, (1+ 2)"*! — ¢, n — 0.
(iii) Sei
Z S A P
k! 11 21 n!
fir n € N. Beachte, (a,,)nen ist monoton wachsend, und

1<aq,
denn k! > 21 vk > 1

crpip iy 1
12" 22 n-1
1 1)
=14 (1+=
+(+2+ + 5o

(Erinnere: 1 —b" = (1 —b)(L +b+ >+ -+ 0" ) Vb e R)
Also konvergiert a,, gegen eine Zahl in (2,3). Man kann zeigen, dass lim a, = e (die
n—oo

Eulersche Zahl).
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Satz 2.1.7. Ist (a,)nen konvergent, so ist (a,)nen beschrankt.
Beweis. Sei a = lim a,. Sei ¢ = 1. Dann 3ng € N mit |a,, — a| < e =1 Vn > nq. Folglich
n—oo

an| = |a, —a+a| <la, —a| + |a| < |a] +1 Yn > ne.
Daher

la,| < M :=max {|ai],...,|an],|a| + 1} Vn.
0
Bemerkung.

(i) (an)nen ist unbeschrankt = (a,)nen ist divergent (wegen des Satzes 2.1.7), z.B.
e a, :=nVn, (a,), divergent

e a, :=(—1)" V¥n, (a,), divergent

(i) Ist (@n)nen beschrankt, soist (ay)nen nicht unbedingt konvergent, z.B. a,, := (—1)" Vn:
diese Folge ist beschrankt und nicht konvergent.

(iii) Eine Folge (a,)nen ist divergent

<— Vae€RVe>0VnyeNIn>ng:|a,—a|l>c¢

<= Va € RVe >0 3 unendlichvielen e Nmita+n ¢ U, :=(a —¢,a+¢).

2.2 Rechnen mit konvergenten Folgen

Satz 2.2.1. Seien (a,), (b,) Folgen mit a,, — a, b, — b fiir n — oo. Dann gilt
(i) an +b, = a+b, Aa, — Aa fir A\ € R
(ii) a,b, — ab

(iii) Ist b # 0, so ist Ing € N mit b, # 0 Vn > ng und (Z—") ist konvergent mit ¢ — 3.
n nZTLO n
(iv) lan| — la|

(v) Ist (c,) beschrankt und a, — 0, so gilt a,c, — 0.

Beweis. Zu (iii): Sei U = (b— 4, b+ Ill) eine Umgebung von b. Da b, — b, gibt es ng so
dass Vn > ng gilt b, € U.

\
1

;€ 120
>3

Da 0 ¢ U, bekommt man b, # 0 VYn > ny.

Zu ¢ > 0 wahle ns € N so dass Vn > ns gilt |b, — b| < .
Sei ¢ > 0 vorgegeben. Wir suchen nach einer Zahl ng(¢) € N, so dass

1
b 5’ < e Vng > ny(e).

n
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Betrachte

1 1'_\1)”—6] ) Vn >ns Vo >0, § < |b
be bl Jballtl = (W= 0) [l (weil: [bu] > [b] — b, — b])
Wir wollen 5
— < e (7)
([o] —9) ]

Dazu wahlen wir eine geeignete positive Zahl § (ausreichend klein):
|dee: Entweder man [6st (7), oder man beachtet den Nenner:

(bl = 0) bl = [B]”,

daher
) ) )

(ol =d) 8l ~ JoP" ol

Dies rechtfertigt die Wahl
: {!b| €!b|2}
d:=min{—,— .
2 2

J < 1 e[b)? .
(16 = a) 181 = 2 (|p] — 21) Jp)

<e <= Jd<elb]

Man hat

Folglich

= | _!
nsoo b, b
, a
= nh—{EO_ =3 (nach (ii))

]

Satz 2.2.2. Seien (a,), (b,) konvergente Folgen mit a,, — a, b, — b fiir n — oco. Gibt es
ein N € N mit a,, <b, Yn> N, dann gilt a < b.

Beweis. Zu jedem £ > 0 gibt es n. € N mit
an € (a—e,a+e)Vn>n., b, € (b—eb+e)Vn>n..

Es folgt
a—c<a,<b,<b+e Vn>n,..

Insbesondere gilt

a<b+2 Ve>0 = a—-b<2 Ve>0.

Daher a — b < 0 (weil: wenn a — b > 0, wihle ¢ := %> = 0 < a—0b < %% Woche7
Widerspruch!) O
Bemerkung. Auch wenn a,, < b, Vn, folgt nur a < b; z.B. a, = —%, b, = % Man hat

a, —+a=0,b,—=b=0.
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Folgerung 2.2.3. Sei (a,,) eine konvergente Folge und a,, € [b,c] firn > N (N vorgegeben).

Dann gilt a € [b,c|, wobei a = lim a,,.
n—oo

Beweis. Betrachte b, := b Vn, ¢, := ¢ Vn. Daa, > b, Vn> N und a, < ¢, Vn > N, folgt,
nach Satz 2.2.2,dassa >bunda<c¢ = a € [b]. O

Satz 2.2.4 (EinschlieBungsprinzip). Seien (a,), (b,) konvergente Folgen mit a,, — a, b, — a
fiirn — oco. Sei (¢,) eine weitere Folge, so dass AN € N mit

an <c, <b, Vn>N.
Dann ist (c,,) konvergent und c,, — a fiir n — oo.
Beweis. Sei ¢ > 0. Dann dng € N, so dass fiir n > ng gilt
an, by, € (a—¢g,a+¢)

also
Cp € |an,by] C (a—¢e,a+¢) Vn > max{ng, N}.

Es folgt ¢, — a fir n — oo. ]

2.3 Der Satz von Bolzano-WeierstralR und das Cauchy-Kriterium

Definition 2.3.1. Sei (a,)nen eine Folge in R.

(i) Eine Zahl h € R heit Haufungswert von (a,), wenn Ve > 0 gilt: a,, € B.(h) (=
(h — e, h + ¢€)) fiir unendlich viele n € N.

(i) Ist (ng)ken (n1 < mg < ...) eine streng monoton wachsende Folge in N, so heilit
(@n, ken (d-h. an,,an,,...) eine Teilfolge von (a,).

* .'l‘!
)ﬁi £ At

i ;| R /)
( ;f\:, L/I] | 'Lr f Wi & Lfl{.{_i"‘i_ ) A l\-f!" \.(} (“‘ 4 \

Beispiel.

(i) Ist (ay) konvergent, so ist a = lim a,, ein Haufungswert von (a,,).
n— oo

(i) Die Folge a, = (—1)" Vn € N hat —1 und 1 als Haufungswerte.
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Ao 0 gemd o

An W u.xt._}fmkt.;

Satz 2.3.2. Eine Zahl h € R ist Hiufungswert von (a,) genau dann, wenn es eine Teilfolge
von (a,) gibt, die gegen h konvergiert.

Beweis. ,,=": Sei h ein Haufungswert von (a,). Wir definieren ny,no, ... wie folgt: Wahle
ny:=min{n € N|a, € (h—1,h+1)}
#7, da h ein Héuﬁngswert von (an).
. 1 1
ne :=min yn € N|n >nq, a, € h—E,h+§
#J, da die Menge {n S N|anz (h — %,th %)} unendlich ist
'{6N> e(h 1h+1)}
Npy1 = Min{n n>ng, a — ,
k+1 k> g} F 1
Daher gilt ny < ny < ..., also ist (a,, )ren eine Teilfolge von (a,,), und

1
an, —hl < V.

Folglich gilt lim a,, = h.
k—o00

) Tng

ek PR AT e )

e ! | 4 jﬁ-\nl ?'\4—;
,|j1+ ﬂ_ E#i

<"1 Sei (an, )ren eine Teilfolge mit a,, — h fir & — oco. Dann Ve > 0 3N, mit a,, €
(h—¢e,h+¢) Vk > N. = 3 unendlich viele a,, die in (h — &, h + ¢) liegen.
[

Satz 2.3.3 (Satz von Bolzano-WeierstraB). Sei (a,)nen eine beschrankte Folge in R. Dann
hat (a,)nen einen Haufungswert. Genauer gesagt, (a,)nen hat einen gréBten Haufungswert h*
und einen kleinsten Hiufungswert h.,, definiert durch

h* := inf sup{ax |k > n}, h, :=supinf {a; |k > n}.
neN neN
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Diese sind dadurch charakterisiert, dass Ve > 0 gilt:
e AIN>0mith,—cs<a, <h*+eV¥n>N.

e a, < h, + ¢ fiir unendlich viele n € N.
ay, > h* — e auch fiir unendlich viele n € N.

Man nennt h* den oberen Limes oder Limes Superior, h, den unteren Limes oder Limes Inferior
der Folge (ay,)nen und schreibt dafiir

h* = limsup a,, = lim a,,, h, = liminf a,, = lim a,,.
n—00 n—0o0 n—oo n—00

Beweis. Sei M > 0 mit a,, € [-M, M] ¥n € N. Setze b,, := sup{a; |k >n} C R (da (a,)
beschrankt ist) ¢, := inf {ax |k > n} C R. Beachte b, > b,.1, ¢, < ¢yu1 und b, > ¢, Vn.
= (by,), beschrankte monoton fallende Folge, (¢,,), beschrankte monoton wachsende Folge.
Nach Monotonieprinzip gilt

b, — inf {b,, |m € N} = h*, ¢, = sup{c,|m e N} =h,

da b, > ¢, gilt h* > h, (Satz 2.2.2).
Sei € > 0 vorgegeben. Wegen der Konvergenz ¢,, — h, und b, — h* 9AN; € N mit

h*gbngh*+g Vi > Ny,

h* - 5 S Cn < h*
2
Es folgt
« € €
angbnéh +§a CLnZCnZh*—E VTLZN:[
Sei k > Nj. Nach Definition des Supremums (Infimums) gilt
Elnkthitbkzankzbk—g, Elnﬁgzkmitckgan;cﬁck%—g.

Daraus folgt:
5 5

= a, > h* — § fiir unendlich viele n und
€ €
g = Mk Ty V=l

= a, < h, + § fiir unendlich viele n. Daher sind h*, h, Haufungswerte von (a,).
Sei I ein weiterer Haufungswert von (a,). Satz 2.3.2 besagt, 3 eine Teilfolge ()i von
(an) mit ayy — h fir k — oo. Da ny, > k Vk, bekommt man

N A

{ { {
— h, < h < h* (wegen Satz 2.2.2)
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Folgerung 2.3.4. (a,) ist konvergent <= (a,) ist beschrinkt und liminf, ,. a, =
limsup,, ., a,. In diesem Fall gilt

lim a, = liminf a, = limsup a,.
n—r00 n—00 n—00

Definition 2.3.5. Eine Folge (a,)nen heilit Cauchy-Folge, wenn gilt:
Ve >0 3dng =no(e) € N: |a, —ay| <e Vn,m > ny.

Satz 2.3.6 (Cauchy-Kriterium). Eine Folge in R ist konvergent genau dann, wenn sie eine
Cauchy-Folge ist.

Beweis. ,,=": a = lim a,. Sei ¢ > 0. Nach Definition der Konvergenz
n—oo

€
dng € NVn > ng: |an—a|<§.

Folglich erhdlt man
’an_am‘ < ’an _a| + |a_am‘ <& Vn,m = nyg.
Anders gesagt, (a,) ist eine Cauchy-Folge.

»<"t Wir nehmen an, (a,) ist eine Cauchy-Folge, d.h.
Ve >0 3dN:: |a, — an| < g Vn,m > N,.

Es folgt
lam| < |an.| + g vm > N..

Daher ist (a,,) beschrankt. Nach Bolzano-WeierstralR 3 Haufungswert h von (a,,).

Vs>03ﬁ>N5:|aﬁ—h|<§

Damit gilt
| — h| < |aym — az| + |az — h| <e Vm > N..

Es folgt a,, — h fir m — oo.
]

Definition 2.3.7. (i) Wir definieren R := R U {—o00, +0c}, wobei —co ¢ R, +oo ¢ R
zwei (abstrakte) Elemente sind. Wir erweitern die Ordnungsrelation in R auf R durch
—oo < x < oo Vo eR. R heilt die erweiterte Zahlengerade.

= . % ©

(i) Fiir A C R beliebig, definieren wir sup A € R als die kleinste obere Schranke von A in
R und inf A € R als die gréBte untere Schranke von A in R. Dann gilt

supA =00 <= A ist nach oben unbeschrinkt,
infA=—0o0 <«= A ist nach unten unbeschrinkt.
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(iii) Sei a € R. Setze
(a,00) :=={a e R|a<z < o0}, (a,00] :={z € R|a <z < oo}
und analog [a, ), [a, ], —o0,a), [—o0, a), [—oo, a] usw.

Eine Menge U C R heilt Umgebung von oo in R (bzw. —oco in R), falls es M € R gibt,
so dass (M, 00l C U (bzw. [—oco, M) C U).

(iv) Eine Folge (ay,)nen in R heilt divergent in R gegen oo (bzw. —o0), wenn fiir jede Um-
gebung U von oo (bzw. —o0) dng € N mit a,, € U Yn > ny.

o Qe Fns 0
s e Wit 0 : : 1 ( - e >
M

D,

Wir schreiben lim a, = oo oder a,, — 0o, n — oo, und analog fiir —oc.
n—oo

Die Folge heiBt in diesem Fall auch bestimmt divergent in R. Man nennt oo (bzw. —occ)
den uneigentlichen Grenzwert von (a,)nen.

AT RS el RN

(v) Eine Folge heilt konvergent in R, wenn sie konvergent in R ist oder divergent gegen oo

oder —oo ist, geschrieben lim a, € R. Konvergiert eine Folge nicht in R, so heiBt sie
n—oo

divergent in R oder unbestimmt divergent.

(vi) Eine Folge (a,) in R hat oo (bzw. —o0) als Hiufungswert in R, falls VM >0 (M € R)
gilt a,, € (M, 0) (bzw. a,, € (—oo, —M)) fiir unendlich viele n € N.

Aquivalent dazu ist: (a,) besitzt eine Teilfolge, die gegen oo (bzw. —oc) divergiert.
Dann schreiben wir lim sup a,, = oo (bzw. liminf a,, = —00).

Beispiel.

(i) Ist an >0, lim a, =0, so gilt a,t — oo fiir n — oco.

(i) lim n® = oo fir s € Q4
n—oo

(iii) lim a™ = oo fira > 1
n—o0

i i L1, o1y
(|v)nh_>r{.10(1+2+3+ +n) 00
2.4 Folgen komplexer Zahlen
Woche 8
Definition 2.4.1. (i) Seia € C, £ > 0. Die Menge B.(a) := {2z € C||z —a| < &} heilt
e-Umgebung von a.
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Rela)
¥ oy

‘ S 30 s i — r“\

Jede Teilmenge U C C, zu der es ein € > 0 mit B.(a) C U gibt, heilt Umgebung von
a.

(ii) Eine Folge (an)nen C C heilt konvergent, wenn

Jda € CVe>03ng Vn>ng: la, —al <e (<= a, € B.(a)).

Die Zahl a heilt Grenzwert oder Limes der Folge. Sie ist eindeuting bestimmt (wie im

reellen Fall). Wir schreiben lim a,, = a oder a,, — a fiir n — oc.
n—oo

(iii) Eine nicht-konvergente Folge in C heilt divergent.

Bemerkung. Satz 2.2.1 gilt auch fiir Folgen in C (Rechenregeln).
Beispiel.

(iYIst zeC, |z] <1,s0gilt 2" =0, n— o0 (]z" =0 =]2]" = 0, n > o).
(i) Ist z € C, |2] < 1, so gilt

Ifodogm o 1220 120 1
z AR— =
1—2 1—1=2 1—=2

fir n — .

Satz 2.4.2. Sei (a,)nen eine Folge in C. Dann ist (a,)nen konvergent genau dann, wenn
(Re ay)nen und (Imay,),en konvergent sind.

Definition 2.4.3. (i) h € C heit Haufungswert von (a,)nen, wenn Ve > 0 gilt a, €
B.(h) fiir unendlich viele n € N.
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(ii) Eine Menge A C C heilt beschrinkt, wenn es M > 0 gibt, mit |z| < M Vz € A. Eine
Folge (ay,)nen heilt beschrinkt, wenn die Menge {a,, |n € N} beschrinkt ist, d.h. wenn
es M > 0 gibt, mit |a,| < M ¥n € N.

Satz 2.4.4 (Cauchy-Kriterium in C). Eine Folge in C konvergiert genau dann, wenn sie eine
Cauchy-Folge ist.

Eine Folge (a,)nen in C heilt Cauchy-Folge, wenn
Ve >0 3ng e NVn,m >ng: |a, — an| < e.
Beweis. Betrachte a,, = b, + ic,, b,,c, € R. Satz 2.4.2 besagt

») und (c,) konvergieren

(a,) konvergiert < (b
<= (b,) und (c,) sind Cauchy-Folgen
6

g2 (an) ist Cauchy-Folge.

[]

Satz 2.4.5 (Bolzano-Weierstrall in C). Jede beschrankte Folge in C besitzt einen Haufungs-
wert.

Beweis. Direkt aus Satz 2.3.3 (Satz von Bolzano-WeierstraR fiir reelle Folgen) und Satz 2.4.2.
[l

Bemerkung. Satz 2.3.2 gilt auch fiir komplexe Folgen.

Definition 2.4.6. (i) Wir ergdnzen C durch ein (abstraktes) Element oo ¢ C und setzen
C := CU{o0}. Die Menge C heilit erweiterte Zahlenebene.

P — | f/'
e e "C‘ ﬁ:-a_ [_._1{*;; o NC

(i) Eine Menge U C C heit Umgebung von oo in C, wenn es M > 0 gibt, so dass
UD{|lz| > M} U{oco}.

(iii) Eine Folge (a,)nen in C konvergiert in C gegen oo, wenn ¥ Umgebung von o gilt (per
Definition) 3ng € N mit a,, € U ¥Yn > ngy. Schreibweise: a,, — oo oder lim a,, = oo in

. n—oo
C. Beachte,

a, — 0o (in C) <= nli_)rgolan] = o0 in R.
Beispiel.
(i) Ist z € C, |2| > 1, so gilt 2" — 0o in C, n — oo.
(i) Falls eine reelle Folge in R gegen oo oder —oo konvergiert, dann konvergiert sie in C

gegen oo € C.

Die umgekehrte Aussage ist falsch. Z.B. sei @ € R, a < —1. Dann ist " — oo in C (da
lim |a|® = 00). Aber a™ ist unbestimmt divergent in R (d.h. (a"),en nicht konvergent

n—oo

in R ist).
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In einem Modell fiir C hat man die Sphire
S* = {(z,y,t) e R® |2 + " +t* =1} .

In der Tat betrachtet man die stereographische Projektion

o:S*\{(0,0,1)} = C, (z,y,t) — o(z,y,1).

wobei o(x,y,t) der Schnittpunkt der Geraden durch (0,0,1) und (x,y,t) mit der Ebene

roy2R*xC.
Sei N =(0,0,1)
g@\ N‘-_ [Qr"“; 1) }\ {\
| "1‘ ™
l \L.f )L y 4
f‘*m -'Z-:'\
. \\ ’ ) '
~__ 2
\-\

Man sieht, dass o eine bijektive Abbildung ist. Durch 5(0,0,1) := co bekommt man eine
bijektive Forsetzung 7: S> — C von o zu S%.
Das erlaubt uns, C mit S? zu identifizieren. Sei U := {z € C||z| > M} U {oc}, welche
eine Umgebung von oo in C ist.
Was ist 7 1(U)?
\ - Y
| NJ ) C;} HL( W, )

| ‘"_'.i.' "

Geometrisch sieht man, dass 3~ !(U) eine Umgebung von N in S? ist.
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3 Reihen

3.1 Definitionen und Beispiele

Definition 3.1.1. (i) Sei (ay)n>, eine Folge in C. Dazu definiere (s,,),>, durch

Sq = Qq

Sg+1 = Qg + Qgi1
n
Sp = E a;
J=q

Das Folgepaar ((an)n>q; (Sn)n>q) heit Reihe mit Gliedern a, und wird mit
bezeichnet. Die Zahl s,, heiBt n-te Partialsumme der Reihe.

n>q

(ii) 3,54 an heiBt konvergent, wenn (s,).>, konvergent ist. Gilt s, — s in C, so schreibt
man s = Zf:q a,; die Zahl s heit die Summe der Reihe.

(iii) eine nicht konvergente Reihe heift divergent. Sind die a,, reell und gilt s, — oo (bzw.

—00) in R, so sagen wir, dass Y, . a,, bestimmt divergent mit Zf:q a+n = oo (bzw.

n>gq
—00) ist.
Beispiel.
(i) Die Reihe 1+ 2422 +---=3" 2" (2 € C) heilft geometrische Reihe. Fiir z # 1 gilt
B 5 - 1 _ Zn-i—l
Sp=1+z+2"+--+2"=—"
1—-=2

Falls |z| < 1, so ist lim. 2" =0, also Y07 2" =
(i) > ,m0 7 ist konvergent und Y7 & =e.
Satz 3.1.2 (Rechenregeln). Seien 3 7 a, =a, >°)° b, =0bin C. Dann gilt:
(i) >y (an +by) =a+b,
(i) > o—,Rea, =Rea, > Tma, =Ima,
(i) S5 1, =
(iv) Fiir A€ Cgilt 307 Aa, =AY 277 a, =

3.2 Konvergenzkriterien

Satz 3.2.1 (Cauchy-Kriterium). Zn>q a,, ist konvergent genau dann, wenn es zu jedem e > 0
ein ng € Z>, gibt, so dass Vn,m € N mit n > m > ny gilt

]am“ +am+2+"-+an| < €.
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Beweis. Beachte
(g1 + -+ an| =[50 — sl

Daher folgt die gewiinschte Aquivalenz aus dem Cauchy-Kriterium fiir Folgen. O

Folgerung 3.2.2. (1) > . a, ist konvergent = lim a, = 0 (notwendiges Kriterium
= n—00

fiir Konvergenz)

(2) Das Andern endlich vieler a,, dndert nicht das Konvergenzverhalten von Y n>q An, wohl
aber gegebenenfalls die Summe. Genauer gesagt, sei (b,),>, eine Folge mit b, = a,, fiir
n > N (N eine Zahl € N). Dann gilt

Z b, ist konvergent < Z a,, ist konvergent.
n=q n=q

Beweis. Direkt aus Satz 3.2.1. O

Satz 3.2.3 (Majorantenkriterium). Ist |a,| < b, Yn > q und konvergiert 3, . by, so kon-
vergieren auch 3 - la,| und 3 - a,, und es gilt

S <3 lad <3 b
n=q n=q n=1
Die Reihe ), -, bn heit Majorante fiir 3, - an.

Beweis. Beachte b, > 0, da b, > |a,| > 0 Vn > q. Sei ¢ > 0. Nach Cauchy-Kriterium gilt:
Ing € N so dass Vn > m > ng gilt

b1 + -+ by <e
Il

[bma| + -+ 4 [bn]
Vv

|| + -+ [an)
v

Q1 + -+ + ay

Deshalb ist 3, . @, (und auch > . fa,|) konvergent. O

n>gq

Satz 3.2.4 (Minorantenkriterium). Fallsa, <b,Vn > qund}_ " a, = oo, dann} 7 b, =
o0 (an, b, € R).

Beweis. Setze
n
/
Sy = g ay, S, = g by..
k=q

Man hat s, < s/, und s,, — oo fiir n — oo. Daher gilt s/, — oo fiir n — oc. O

Satz 3.2.5 (Monotoniekriterium). Sei )
konvergent <= (S, )n>, beschrankt ist.

nsqn Mit ay > 0 Vn > q. Dann ist 37 . ay,
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Beweis. Beachte s,,41 — s, = ant1 > 0 = (S,)n>q monoton wachsend. Eine Anwendung
des Monotonieprinzips auf (s,,) zeigt:

(8n)n>q beschrankt <= (s,)n>, konvergiert.
Die letzte Aussage bedeutet ) - a, ist konvergent. O
Beispiel.

(i) Sei (an)>o mit 0 < la,| < 1Vn. Sei 2 € C mit [z| < 1. Dannist > ;2" Majorante
von - oo anz" da fa,2"| = |a,|[2]" < |2|". Deshalbist 3~ a,2" konvergent.

(i) Sei s € Q, s > 1 und a, := ni > 0 Vn > 1. Man kann zeigen, dass

sn:Zakgﬁ Vn > 1.
k=1 1_(5)

Nach Monotoniekriterium ist > ., a, konvergent.

Hinweis. W3hle k& mit n < 2¥ — 1. Dann

Sp < Sok_q
_1+(1+i>+(i+...+i)+...+< 1 +...+;>
9s 3s 453 7s (2k—1)8 (Qk_l)s
2 22 2]471
Sl+o4on+ o+ gam

Z)
(

7 1)

1
< 1 1\s—1
-3
(iii) Seis € Q, s < 1. Dann gilt L >1vn>1 Da) ° =00, nach Minorantenprinzip,
erhdlt man | L = o0. D|e Reihe > n>1 3 heiBt harmonische Reihe.

Satz 3.2.6. Sei (an)n>0 eine monoton fallende Nullfolge. Dann ist ), - (—1)"a, konvergent.
(Leibniz-Kriterium)

Beweis. Sei s, = Y, _,(—1)"a;. Beachte

S — Sp_a = (—1)"(ap — ag_1)

Z.B. S9 — Sg = (ao—al+a2)—a0:a2—a1 = (—1)2(a2—a1)

Folglich s1 < s3 <s5 <...und - - <s4<s9 <59 (weil ap < ap_q VEk).
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—— >

= >
—T1 7t \ \—— S —reh—t t i =

Da lima, = 0 und a,, > a1, hat man a,, > 0 (sonst Ja,, < 0, dann a,, < a,, <0 =
a, kann gegen 0 nicht konvergieren).

L a3
S

Ay Awo

A,/
Daraus folgt, fiir gerade Indizes k, gilt

Sk — Skg—1 = (—1)kak = ag Z 0.

Betrachte [si_1,sk] fir & = 2,4,6,.... Sie bilden eine Familie der Intervallen, welche eine
Intervallschachtelung ist, da die Lange von [si_1, si] gleich |ax| — 0 ist. Daher 3! (es gibt
eindeutige Zahl) s € R mit s, — s (sieche Bemerkung 2.1.6). O

Bemerkung. Aus dem Beweis bekommt man die folgende Restabschitzung:
Sei s =) > ,(—1)"a,. Da s zwischen s;, und s liegt (k ungerade), gilt

|s — s < [skt1 — skl = aks1]| = anpa
|3 - 3k+1| < |Sk+1 - Skl = |ak+1| = Qk+1

Vk ungerade.

S i i | _:h
\ \ :

gi'ac. § e

) -

Eine Reihe der Form 3=~ (—1)"a, oder 3~ . (—1)"*'a, mit a,, > 0 Vn heilt alternierend.
Die Glieder haben ein abwechselndes Vorzeichen.

Beispiel. Die Reihe S>"°° 1 = 0o heiRt harmonisch.

n=0 n
Die Reihe 3 - (712:1“ =1—3+43—+... heiBt alternierend harmonisch. Sie ist konvergent
wegen lim £ = 0 und Satz 3.2.6. Wir sehen spiter, dass ), -, (_12:“ =log 2.

n—oo

3.3 Absolute Konvergenz

Definition 3.3.1. > . a, heit absolut konvergent, falls 3_, . |a,| konvergent ist.

Bemerkung.

(i) Ist>_,~, lan| konvergent, so konvergiert auch - a, (Majorantenkriterium Satz 3.2.3)
und

oo 00
D an <D laal
n=q n=q
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(i) Aus der Konvergenz von > . a, folgt nicht die Konvergenz von > . la,|. Z.B.
(-1 (-1

> nsq o ist konvergent (Leibniz-Kriterium), aber 3_ -, T‘ ist nicht konvergent.

n>gq

Satz 3.3.2 (Wurzelkriterium). Sei >, - a, eine Reihe.

(i) Ist | =limsup {/|a,| < 1, so konvergiert > a, absolut.

n— oo an

(ii) Ist {/|a,| > 1 fir unendlich viele n, so ist }_, . a, divergent. Insbesondere wenn
I =limsup {/|a,| > 1, so divergiert 3_, - an.

Beweis. Zu (i): Sei 0 < ¢ < 1 mit 0 <[ < ¢ < 1. Aus Bolzano-WeierstraR (Satz 2.3.3)
gibt es ng € N mit {/|a,| < ¢ Vn > ng. (Erinnere: [ ist der groBte Haufungswert von
V/lan|)nzq; I = h*im Satz 2.3.3) Folglich gilt |a,| < ¢"und ., ¢" ist eine Majorante
von > o lan|. Da X o, q" konvergent ist, nach Satz 3.2.3 (Majorantenkriterium),
ist > ,>,, lan| auch konvergent. Es folgt: >_  |a,| ist konvergent (Folgerung 3.2.2

(2)).

Zu (ii): Da {/|a,| > 1 fir unendlich viele n, gilt |a,| > 1 fir unendlich viele n. Daher ist
(an) keine Nullfolge. Laut Folgerung 3.2.2 (2) ist >, . a, nicht konvergent.

n>q

SchlieBlich wenn [ > 1, nach Bolzano-WeierstraR, bekommt man: Ve > 0: {/|a,| > l—¢

fir unendlich viele n. Wahle ¢ = Z_Tl sieht man

I-1 [I+1
lan, - —— =~ >1
]a]> 5 9 >

fir unendlich viele n.
]

Satz 3.3.3 (Quotientenkriterium). Sei >, . a, eine Reihe, so dass IN € N mit a, # 0 Vn >
N. Dann: -

(i) Ist
(p41
Qn

<1

[ = lim sup
n—oo

?

so ist ), an absolut konvergent.

(II) Glbt es N1 < N, Nl Z N, mit

An+1
an

>1Vn> Ny, soist ), . a, divergent.

n>q

Beweis. Zu (i): Sei 0 < ¢ <1 mit 0 <[ < ¢ < 1. Bolzano-Weierstrall besagt: Iny € N mit
“Z—:l < qVn > ny.

A £\ Al
d v
a Vi ! i
—1 f
& giiid

Lt
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Deshalb gilt

U1 < ¢, <G (q-an1) < < g ay, VR > ng.

Also ist > [onal q" Majorante fiir >

n>ng qn"o

D n>q @n) konvergent (da 0 < ¢ < 1).

g On- Folglich ist > - “a, (daher auch

Zu (ii): Man hat

An41
an

> 1Vn > Nj. Es folgt

any1] > |an| > -+ > |an,| > 0.

= (an)n>q ist keine Nullfolge.
= ) ., 0n ist divergent (Folgerung (1)).

Zusatz

In der Literatur bezeichnet man die Reihe >~ a, auch mit > a,. In diesem Fall versteht
man, dass das Symbol Z;’;q a, zweierlei bedeutet

(i) die Reihe > . a, selbst,

(ii) im Fall der Konvergenz den Grenzwert lim »7™" a,.
m—0o0
In dieser Vorlesung schreiben wir immer anq ay, fiir Reihen, und wenn die Reihe konvergent
ist, bezeichnen wir 3°7° a, den Grenzwert von (377" an)m>q-
Woche 9
Beispiel 3.3.4. (i) Die Reihe ), ., % heit Exponentialreihe. Setze a,, := % fiir n > 0.

n:

Fiir z # 0 ist a, # 0 und = = 2 — 0 fiir n — oo. Daher konvergiert die Reihe
> >0 21 Diese konvergiert offensichtlich auch fiir = = 0. Man setzt

o0 n

z
exp(z) 1= Z_; o € C

Die Funktion exp: C — C, z — exp(z) heiBt Exponentialfunktion. Es gilt exp(0) = 1,

exp(l) =Y " = =e. Firz e R giltexp(z) =Y " % € R.

n=0 n! n

(ii) Betrachte ) . nz", z € C; a, = n2", {/|a,| = /n|z"| = /nlz| — |z| firn — oo
(Satz 2.1.3 (iii)). Daher gilt

[ =limsup {/|an| = |z| <1 wenn |z| < 1.

In diesem Fall, nach Wurzelkriterium, ist die Reihe absolut konvergent.

Andererseits wenn |z| > 1, gilt

Ulan] = nlz| > 12| >1 Vn >1,

daher ist die Reihe divergent.
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(iii) Es gibt divergente Reihen Y, . a, mitlimsup {/|a,| =1 oder lim sup
ZnZl %

Satz 3.3.5 (Cauchy-Produkt). Seien ) . a, und ) . b, absolut konvergente Reihen.
Setze - -

an41
Qn

=1, zB.

Cp = Z akbn—k = aObn + albn—l + -+ anbO-
k=0

Dann ist )", -, c, absolut konvergent, und

e () (24)

Bemerkung. Es gibt auch eine Fassung von Satz 3.3.5 fiir anq A, anq b,. Eigentlich aus
einer Reihe anq a, kann man, durch a, := 0 fir 0 < n < ¢, eine Reihe ano a, mit
gleichem Konvergenzverhalten und gleicher Summe (im Fall von Konvergenz).

Beweis von Satz 3.3.5. Sei

Li={(,)]0<j<n, 0<1<n}, Ly ={(G,) €L,|j+1=k}.
Betrachte
2n
Lix Nl =2 VE#FE, L= L
k=0

Daher bekommt man eine Zerlegung von I,, auf disjunkte Teilmengen 1, .
¢ (fir 0 < k < n) l3sst sich so schreiben:

Cr = agbk + albk_l + -+ akbo = Zajbl
(j7l)61n,k'

Betrachte

(iak) (im) = (a0 + a1 +---+an)(bo + by + -+ + by)
Zajbl

(GDeln

2n
=2 | 2 ab
k=0 (jvl)elnk
n 2n
=2 | 2 b )+ | > wb
k=0 (j:l)eln,k k=n+1 (jvl)eln,k
n 2n
= c + E E a;by
k=0 k:TL+1 (j:l)eln,k




Wir schatzen g, ab. Man hat

2n
ol < >0\ D lalll ) < D2 lasllnl
k=nt1 \ ()€l GhEL,
wobei I, := {(j,1) € I, | j = | %] oder i > |%|} (da wenn (j,1) € I, mit k > n+ 1, gilt
j+l=k>n+1 = j> 5 oderl>2)
Es folgt

gal < | D ayl <Z|bz|> + (Z|%|> > |l
, 1=0 =0 =2

Nach Voraussetzung

Z |by] — Z by < o0, Z laj| =0 (Cauchy-Kriterium 3.2.1).
1=0 1=0 | n

=13
Folglich erh3lt man

n

|| (Z]bl\) — 0 fiir n — oco.
J =0

=%

Ahnlicherweise gilt auch

(Z \%‘|> > bl | —o0.
AN
Damit gilt g, — 0 fiir n — oco. Dementsprechend
(zak) (zbk> Yot
k=0 k=0 k=0 ey
Daher erhalten wir
k=0 k=0 k=0

Ersetzen ay durch |ay| und by durch |by|, bekommen wir auch

e (B9)(E8)

k=0
wobei
k
&= lagllbr-s] = |esl
=0
(d-h. > 450 Cr ist eine Majorante von >, . cx). Es folgt >, cx konvergiert absolut. O
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Beispiel 3.3.6. Sei z,w € C. Betrachte die Exponentialreihen _, '2—'7 und 3, 7“,‘;—’: (ay, =

2k _ wF
T bk = F) und

n
Cn = E akbn—k

k=0

n kk n—k

:X%F'(n—k)!

= w (Binomialformel)
n!

k

k
2R |2| :
7| = k=0 g konvergent ist.

Erinnere ), -, %’T konvergiert absolut ¥z € C, weil 3,
Aus Satz 3.3.5 gilt

Z Cn = (Z m) <Z F) = exp(z) - exp(w).
n=0 n=0 n=0

=exp(z+w)
Daher: exp(z + w) = exp(z) exp(w) Vz,w € C.

Satz 3.3.7. Sei a > 0. Dann gibt es genau eine Funktion p: Q — R mit (1) = a und
o(x +y) =p(r)p(y) Yo,y € Q, ndmlich p(r) = a” firr € Q.

Insbesondere da exp(z + y) = exp(x)exp(y) Vz,y € Q und exp(l) = e, gilt exp(r) =
e" Vr € Q. Das veranlasst

Definition 3.3.8. Die komplexen Potenzen e¢* mit z € C sind definiert durch

z

e’ :=exp(z), ze€C.

Wir brauchen ein bisschen mehr Zeit, um a* mit a > 0, z € C zu definieren.

3.4 Potenzreihen

Definition 3.4.1. Sei R die Menge der Reihen mit komplexen Gliedern. Eine Potenzreihe ist
eine Abbildung
P:C—R,z+— P(z) = Zanz”.
k>0
Die Zahlen a,, heiBen Koeffizienten der Reihe.

Lemma 3.4.2. Sei zg # 0 und P(20) = ), 5o an2g konvergent. Dann ist P(z) = 3, . an2"
absolut konvergent fiir |z| < |z| (d.h. z € Bj,,(0)).

Beweis. Da ), ., anz; konvergent, ist (a,27),>0 eine Nullfolge = (a,27)n>0 beschrankt
= 3IM > 0: |ay]||20|" < M Vn > 0. Daher gilt

n Zn
<M. |=
20

z
o] = s+ |2

< 1. Daher ist die

n
eine Majorante fir ) - an2,. Ist 2] <z, so ist

und ano M‘ %
Majorante konvergent und ist > ., a,2" absolut konvergent.

2
20
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Satz 3.4.3. Sei ) . ,an2" eine Potenzreihe. Sei
R :=sup {t € [0,00) | (|an|t")n>0 beschrankt} € [0, c0].
Dann gilt
(i) Vz € Bg(0) ist die Reihe absolut konvergent.
(i) Yz € C\ Bg(0) ist die Reihe divergent, wobei Br(0) := {z € C||z| < R}.
Wir verabreden, dass Br(0) := C, falls R = cc.

Beweis. Erinnere: VA C R wenn A beschrankt ist, so ist sup A € R. Wenn A unbeschrankt
ist, so ist sup A = oo.

Zu (i): Sei z € Br(0) und r € (|z|, R). Da (Ja,|r"™),>0 beschrankt ist, mach dem Beweis
von Lemma 3.4.2, sieht man, dass P(z) absolut konvergiert.

Zu (ii): Sei |z| > R. Wahle r € R mit R < r < |z|. Wé&re P(z) konvergent, so ware P(r)
konvergent. Das widerspricht der Definition von R.

[]

Definition 3.4.4. Die Zahl R im Satz 3.4.3 heit Konvergenzradius (von P) und Br(0) heilt
Konvergenzkreis(scheibe) der Potenzreihe.

Satz 3.4.5. Sei R der Konvergenzradius von P(z) =} ., a,z". Dann gilt:

(i) R = £ wobei L :=limsup {/]a,| € [0, ¢] (Cauchy-Hadamard)

n—oo

An+1 An+1
n

(i) R = _ wobei q := Tim
(N € N).

€ [0, 00], falls (

) einen Grenzwert in R hat
n>N

Dabei wird in diessm Zusammenhang vereinbart: (l) =00, —:=0.

1
Beweis. Zu (i): Fall 1: L € (0,00). Dann

limsup {/|a,2"| = limsup {/|a,| - |z| = L - |z|.
n—o0

n—oo

Nach Wurzelkriterium ist ., a,2" absolut konvergent, wenn L - [z| <1 <=
2] < 1.
> a,2" divergiert, wenn L - |z| > 1 (<= |z| > 7). Das bedeutet R = 1.
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Fall 2: L = oco. Dann limsup {/|a,||z|" = oo wenn z # 0 ist die Reihe P(z) diver-
gent fiir z # 0.
Wenn z = 0, ist P(z) offensichtlich konvergent. Daher R = 1 = 0.

Fall 3: L =0. Dann limsup {/|a,z"| = 0 Vz € C. Folglich ist P(z) konvergent

Vze Cund R=o00= 1.

Zu (ii): Fall 1: ¢ € (0,00). Dann (fiir z # 0)

Ap+1

2l =gzl

Ap 2™ n

an+1zn+1‘

Quotientenkriterium == die Reihe P(z) ist konvergent fiir |z| < % und divergent
fur |z] > %. Daher R = %.

Fall 2: ¢ = co. Dann

an+1zn+1
— | 7 OO wen z #20.

oAl
Es folgt: Die Reihe P(z) ist divergent fir z 20 — R =0.
Fall 3: ¢ = 0. Ahnlicherweise.

Beispiel.

(i) Die geometrische Reihe >, ., z¥ hat a, = 1 Vk > 0. Dann — 1 fir £ — oc.

Man bekommt R = 1.

Ak+1
k

n

(ii) Betrachte die Exponentialreihe > . 2

n>0 nl*

! 1
o1 _ 1 = —+0 = R=00
an, (n+1)! n+1

(iii) Definieren wir: Vz € C

COS 2 := % (eiz + e_iz) , sin z 1= l@ (eiz . e—iz) .
Daev =3 ", 'Lz_’;, gilt
1 (& (02)" (i) o (1)
COSZ_§<ZO n! +Zo n! >_Zo (2n)!

nZQn

Wegen (i) hat die Reihe 3 -, % den Konvergenzradius R = oo.

Ahnlicherweise gilt
. o (_1)712271—1—1
sinz = Z —
—~ (2n+1)!
und die Reihe hat auch Konvergenzradius co. Die Funktion cos: C — C heilst Cosinus-Funktion.
Die Funktion sin: C — C heit Sinus-Funktion.
Beachte Vz € C

cos z + isin z = e (Eulersche Formel), cos(—z) =cosz, sin(—z)= —sinz,
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und cos: R = R, sin: R — R (cosz € R, sinx € R Vo € R). Daher ist ¢ =
cosx +isinz, x € R die Zerlegung von e auf Realteil und Imaginarteil.

Die cos, sin: R — R stimmen mit der Cosinus- und Sinus-Funktion in der Schule liberein.
Um das zu sehen, miissen wir bis zum Ende des Kapitels 5 warten.

4 Stetigkeit und Grenzwerte

4.1 Stetige Funktionen
Sei D C C eine Menge.

I

e T, f\.

Eine Funktion f: D — C heift reell, falls f(z) € R Vz € D.

Definition 4.1.1 (e-6-Definition der Stetigkeit). Sei f: D — C, D C C und 2y € D. Die
Funktion f heiBt stetig im Punkt zq, falls

Ve >030=08(c,20) >0Vz €D, |z— 2| <0d:|f(2) — f(z20)| <e.

Die Funktion heilt stetig (auf D), falls f stetig in allen zy € D ist.

In der Umgangssprache ist | stetig in zo, wenn gilt: f(x) ist beliebig nahe von f(x), wenn
x hinreichend nahe an x ist.

I

fudl -~
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Bemerkung 4.1.2. Sei f: D — C stetig in zo. Sei E C D mit zo € E. Dann ist auch
flg : E — C stetig in z.

Beispiel.
(i) Sei f: d — C eine konstante Abbildung, d.h. f(z) = ¢ Vz € D. Dann ist f stetig.
(ii) Sei f: C — z,z+>. Dann ist f stetig.

(iii) Allgemeiner, betrachten wir eine Lipschitz-stetige Funktion f: D — C, d.h. 3L > 0 mit
|f(x) — fly)| < L-|x—y| Vo,y € D. Dann ist f auch stetig auf D.

Beweis. Sei g € D. Sei €] > 0. Setze f := . Beachte

€
F@) = fwo) S L-|o—zo| L+ =¢
fir z € D mit |z — 2| < 0. Daher ist f stetig in z. 0
(iv) Sei
1
fRR o<’ r€Q .
0, zeR\Q

Dann ist f unstetig in allen zy € R (unstetig = nicht stetig), weil Q dicht in R ist.

Definition 4.1.3. Sei zo € D C C. Eine Teilmenge U C D heilt Umgebung von zy in D,
wenn 36 > 0 mit Bs(zp) N D C U.
Erinnere: Bs(z9) = {z € C||z — 2| < 6}.

Beispiel.
(i) D=R, Bs(z0) N D = (20 — 6,29 + 9) ist eine Umgebung von 2, € D = R.
(i) D =la,b] CR, Bs(0)N D = [a,a+J)N]a,b

) e
a A o

(iii) Ist U C D eine Umgebung von zo und U C V' C D, so ist V' eine Umgebung von z; in
D. Sind U,V Umgebungen von zy in D, so ist U NV eine Umgebung von z; in D.
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Satz 4.1.4. Sei f: D — C und zy € D. Die folgenden Aussagen sind dquivalent: Woche
10

(i) f ist stetig in z.
(ii) Zu jeder Umgebung V' von f(zy) in C gibt es eine Umgebung U von zy in D mit
f(U)cVv.

=y = p——

D £
e — TN -
A S W, | —— / e j--\ \/

’ ' ~ ~

(iii) ¥(2p)nen in D mit z, — 2y fiirn — oo gilt f(z,) = f(20) fiir n — oo.. (Folgenkrite-
rium fiir Stetigkeit)

Beweis. (i) = (ii): Sei V eine Umgebung von f(zo) in C. Dann 3¢ > 0 mit B.(f(20)) C
V. Nach Stetigkeit in zp, 30 > 0 mit: Vz € D mit |z — 2| < 0 gilt f(2) € B.(f(20)) C
V. Daher f (Bs(z0) N D) C V.

(i) = (iii): Sei (zp)nen in D (2, € D ¥n) mit lim z, = 2. Sei V' eine Umgebung von
f(20). Nach (ii), 3 Umgebung U von zy mit f(U) C V. Da z, — z, gilt z, € U fir n
hinreichend groR. Es folgt f(z,) — f(2).
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(iii) = (i): Angenommen, f ist nicht stetigin zp. Dann 3¢ > 0V0 > 03z € D: |z — 2| <
6 und |f(2) = f(z0) = €.
Wihle 6 = X und z, € D mit |z, — 2| < + und |f(2,) — f(20)| > €. Daher z, — 2

und f(z,) 4 f(20) (konvergiert nicht gegen f(zo)).
U

Satz 4.1.5. Seien f,g: D — C stetig in zy € D. Dann gilt:
(i) f+9: D— Cund fg: D — C stetig in z.
(i) \f: D — C ist stetig VA € C.

(iii) Falls g(zy) # 0, so ist E = {z € D|g(z) # 0} eine Umgebung von z, in D, und
i: E — C stetig in 2.

Beweis. Zu (i): Sei (z,), in D, z, — 2o. Dann gilt f(z,) = f(20), 9(zn) = 9(20). =
f(zn) + 9(2n) = f(20) + 9(20).

Zu (ii): Sei € := |g(20)] > 0. Da g stetig in zp ist, 30 > 0 mit [z — 29| < I, z € D =
lg(2) — g(20)] < €. Also |g(z)| > 0 fiir dieses z. Daher Bs(zo) N D C E = E ist

eine Umgebung von z; in D. Die Stetigkeit von § in z ist klar (Satz 4.1.4 (iii)).
O

Folgerung 4.1.6. Seiag,...,a, € C. Sei P: C — C,z — a,2" + -+ + a1z + ag. P heilst
Polynom.

(i) Polynome sind stetig.

(ii) Rationale Funktionen g: D—C,z— %, wobei D := {z € C|Q(z) # 0}, P,Q sind
Polynome, sind stetig.

Beweis. Direkt aus Satzen 4.1.5 und 4.1.4. O

Satz 4.1.7. Seien f: D — C, g: E — C mit f(D) C E. Ist f stetig in zo € D und g stetig
in f(zo) in E, soist go f: D — C stetig in z.

Beweis. Es geniigt, das Folgenkriterium fiir Stetigkeit zu benutzen. O
Folgerung 4.1.8. Sei f: D — C stetig. Dann sind |f|, f,Re f,Im f: D — C stetig.

Beweis. Sei g: C — C, z +— |z|. Beachte g stetig (g ist Lipschitz-stetig) und go f(z) = | f(2)|.
Nach Satz 4.1.7 ist | f| stetig. Analog fiir f. Re f, Im f. O
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Satz 4.1.9 (Stetigkeit der Umkehrfunktion). Sei f: [a,b] — C stetig und injektiv. Sei E :=
{f(x)|x € la,b]}, und sei g: E — [a,b] die Umkehrfunktion von f, g = f~'. Dann ist g

stetig.
5 4 .1|FR L)
i: ‘ft.l-:g
/,r_‘ —d
'k::f }{l\"-_ g_ k\

d ' b ) —4_

3- 4

Beweis. Erinnere x = g(y) <= y = f(z) Vz € [a,b], y € E.

Sei Yo € E, (yn>n6N in E, Yn — Yo- Sei Tp = g(yn) [a b] = f(xn) = Yn- (xn)neN
beschrankt ist, (Bolzano-WeierstraR) bekommt man L = lim sup z,, € [a, b] und eine Teilfolge
(@, )k von (), mit x,, — L fiir k — oo. Es folgt

f(zn,) — f(L) (Stetigkeit von f)
I
Yn, — Yo flir k — oo

Daher f(L) = yo. Andererseits gilt f(zg) = yo. Damit L = xy wegen der Injektivitdt von f.
= limsup g(yn) = 9(y).

n—oo

Analog gilt auch lim inf ¢(y,,) = g(yo). Deshalb, nach Folgerung 2.3.4, erhalt man g(y,) —
n—oo
9(yo) flir n — oo, d.h. g ist stetig in yp. ]

Definition 4.1.10. Sei I C R ein Intervall. Sei f: I — R. f heilt monoton steigend
(wachsend), wenn

Ve,y €1, x <y: f(z) < f(y).
f heiBt streng monoton steigend, falls
Vo,y €1, x<y: f(x) < fy).

Analog fiir monoton fallend und streng monoton fallend.
f monoton fallend: Vx < y: f(x) > f(y).
f streng monoton fallend: Vx < y: f(z) > f(y).

Bemerkung. st f streng monoton, so ist f injektiv.
Beispiel. Sei k € N. Sei 0 < a < b. Sei

E [\’“/5, \k/g] — [a,b], 7 > 2"
stetig monoton steigend. Wegen des Satzes 4.1.9 ist
g: [a,b] = [¥a, Vo] .y oy
stetig (g = f~!). Es folgt h(z) = ¥z: [0,00) — R eine stetige Funktion.
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4.2 Potenzreihen und Stetigkeit

Definition 4.2.1. Eine Folge (f,,). von Funktionen f: D — C konvergiert punktweise, wenn
Vz € D die Folge (f.(z)),, konvergiert. Ist dies der Fall, so heift die durch f(z) = lim f,(z)
n—oo

definierte Funktion f: D — C die Grenzfunktion zu ( f,).

Eine Reihe ) -, fn von Funktionen f,: D — C heillt punktweise konvergent, falls die
Folge der Partialsummen (s,), wobei s,, = fo + fi + - + f., punktweise konvergiert. In
diesem Fall bezeichnen wir die Funktion z € D+ >~ | fu(2) mit >~ ", fa.

Beispiel. Seien f,:[0,1] — R,z — 2™ Es gilt f,(1) = 1 Vn, also lim f,(1) = 1. Fir
n—oo
z €[0,1) gilt lim f,(x) = 0. Also konvergiert (f,)nen punktweise gegen
n—oo
f:00,1] = R

r—0, z€l0,1)
1—1

Beachte: f ist unstetig, obwohl f,, stetig sind.
Wir fiihren nun einen neuen Begriff von Konvergenz ein, der garantiert, dass die Grenz-
funktion stetig ist.

Definition 4.2.2. Sei f: D — C. Die Supremumsnorm von f wird definiert durch

1fllp = sup{[f(2)| [ z € D} € [0, 00].

Eine Funktion f: D — C heiBt beschrinkt, wenn ||f||, < oo. (Aquivalent dazu: Die Bild-
menge f(0) C C ist beschrdnkt.) Andernfalls heit f unbeschrinkt.

Beachte:
B(0) :={f: D= C||fllp < oo}

ist ein C-Vektorraum, und
D) [fllp =20 Ifllp=0 < =0,
2) [[Mfllp = ANl p VA € C,

3) If +gllp < Ifllp + llgllp ¥, 9 € B(O).

Definition 4.2.3. Eine Reihe ), -, fn von Funktionen f,: D — C heit normal konvergent,
falls 3,0 Il fnllp konvergiert.

Satz 4.2.4. Ist ) ., f. normal konvergent, so ist ) . f, punktweise konvergent.

Beweis. Sei z € D. Beachte |f,.(2)| < | full,- Daher ist die konvergente Reihe > || fullp
eine Majorante fiir »_ . fu(2). O

Satz 4.2.5. Sei P(z) = }_,-,a.2" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R > 0. Sei
0 <r < R. Dann konvergiert } ., a,z" normal auf B,(0).

Beweis. D := B,.(0). Man hat
|fu(2)] = |arz"| < Jak|r*, =z € D.

Es folgt || fullp, < |ax|r”. Daherist 3=, . |ax|r" eine Majorante fiir 3=, o || full p- Da 0 <7 <
R, ist Y2, lax|r" konvergent (Satz 3.4.3). = >, [l full, konvergent. O
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Bemerkung. Die Bedingung r < R ist wichtig, z.B. wenn a,, = 1Vn, R =1, || fi|| 5, o) = 1 V&,
und

ZkaHBl(O) =l+1+-=o0

k>0

Satz 4.2.6. Konvergiert ), -, fn normal gegen f: D — C, und sind alle f,: D — C stetig,
so ist auch f stetig.

Beweis. Sei € > 0, zo € D. Wahle N mit
al €
Z [ fellp < 3 (Cauchy-Kriterium). (8)
n=N+1

Da f,, stetig sind, 30 > 0 mit

PIFACEDBFACHIES (9)

fir z € Bs(z9) N D. Fiir z € Bs(z9) N D gilt dann

D

-.fx,f’ (. 'f_]_.. .. [33'&[._ ..I

S -

%
%

1£(2) = F20)| < [(2) = D a2+ D] Fal2) = D Fal20) | + D ful2) = f(2)
= D L@+ ) =) S fa
< % + % + % =€
(wegen (8), (9) und der Ungleichung }ZZO:N-H fu(z { > n N+1 |fu(2)] < Zn N41 ||fn||D)

[]

Folgerung 4.2.7 (). Sei P(z) =), -, an2" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R > 0.
Dann ist B

P: Br(0) - C,z— Zanz”
n=0

stetig. (Wir nutzen P, um die Summe der Potenzreihen zu bezeichnen.)

Beweis. Sei f,(z) := a,z", z € B,(0), wobei 0 < r < R beliebig. Nach Satz 4.2.5 konvergiert
Y >0 fn normal auf B,(0). Daher ist P = >~ f.: B,(0) — C stetig, wegen des Satzes
4.2.6. Da 7 beliebig € (0, R) ist, ist P stetig auf Bg(0). O
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Folgerung 4.2.8. Die Funktionen exp, cos,sin: C — C sind stetig. Insbesondere sind ihre
Einschriankungen exp, cos,sin: R — R stetig.

Beweis. exp, cos, sin sind die Summen einer Potenzreihe, deren Konvergenzradius gleich oo
ist. O

4.3 Der Zwischenwertsatz

Satz 4.3.1 (Zwischenwertsatz). Sei f: [a,b] — R stetig, a,b € R. Dann Vy € R zwischen
f(a) und f(b), gibt es c € [a,b] mit f(c) =vy.
Dabei bedeutet ,,y zwischen f(a) und f(b)":

e Falls f(a) < f(b), soist f(a) <y < f(b).
e Falls f(a) > f(b), soist f(a) >y > f(b).
3 A

{)

Beweis. O.B.d.A. f(a) < y < f(b). Setze M := {z € [a,b]| f(z) <y} Daa € M, ist
M # . Zusatzlich ist M nach oben beschriankt. Dann ist ¢ := sup M € [0, 00). Wir zeigen
f(c) =y (c €]0,0b] eigentlich).

Nach Definition des Supremums,
Vn e N de, € (c—l,c} N M.
n

Also f(c,) < y. Stetigkeit von f = f(c) = lim f(c,) <y (da ¢, — ).
n—oo
Angenommen, f(c) < y.
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Dann ist (—oo,y) eine Umgebung von f(c). Es folgt 3 Umgebung U von ¢ in [a,b] mit

fU) C (=o0,y).

Sei 6 > 0 mit (¢ —d,c+0)N[a,b] C U. Beachte ¢ # b (sonst f(c) = f(b) > y). Daher
dd > ¢, d € (c—6d,c+d)Na,b] und f(d) € f(U) C (—o0,y). Anders gesagt gilt f(d) <
und d > ¢. Widerspruch! Daher f(y) = c. O

Satz 4.3.2. SeiR; ={z e R|z > 0}.

(i) exp: R — R ist streng monoton wachsend, stetig und bijektiv.

(ii) Die Umkehrfunktion von exp, bezeichnet mit log, log: Ry — R ist streng monoton
wachsend, stetig und bijektiv.

(iii) log1 =0, log(z + y) = logx + logy Vz,y € R,.

Beweis. Zu (i): Wir zeigen zuerst expx > 0 Vx € R.
F'Lirx>0gi|texp(x):1+%+3§—?+--~>1.
Fir x = 0 gilt exp(0) =1 > 0.

Fir x < 0 gilt exp(z) = exp(l 0 (beachte —x > 0 falls < 0).
Nun nehmen wir z,y € R, x < y. Dann eXpZ =exp(x —y) > 1, da z —y > 0. Folglich

exp(x) > exp(y), d.h. exp ist streng monoton wachsend.
Wir zeigen noch exp(R) = R.. Sei y € R beliebig. Wihle n mit £ < y < n.

Dann ist

(n)=14+n+ n +-->n> (—n) ! < ! <
expin) = n —_ cee n exXpl{—n) = — .
p 5 Y, p op() ~n Yy

Es folgt y € [exp(—n), exp(n)]. Satz 4.3.1 impliziert 3z € [—n, n| mit exp(z) = y.

Zu (ii): Nach (i) ist log streng monoton wachsend, bijektiv. Die Stetigkeit von log folgt aus
Satz 4.1.9.

Zu (iii): Ist klar: Vz,y € Ry Ja,b € R: exp(a) = z, exp(b) = y. Beachte

log(z - y) = log(exp(a) - exp(b)) = 1og(exp( b)) = logz + logy.

Definition 4.3.3. Fiir x > 0 und z € C definieren wir

27 := exp(z - log x) = e*1°87,

Die Funktion Ry > x — x* € C (fiir z € C fest) heilt Potenzfunktion zum Exponenten z.
Die Funktion C; 5 x — x* € C (fiir x > 0 fest) heit Exponentialfunktion zur Basis x.

Als Komposition der stetigen Funktionen sind beide Funktionen (Potenzfunktion und Expo-
nentialfunktion) stetig. Es gelten die Potenzgesetze:

(zy)? =2y, 27 =2"-2% (%) =2 Vr>0,y>0 2,weC, aceR

Es gilt auch:
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(i) x* < 2, wenn x> 1 und a < b.
(ii) z* < y*, wenn 0 < x <y unda > 0.
Wenn z € Q, ist x* gleich der rationalen Potenz x* in der Definition 1.5.7.

Satz 4.3.4. Sei I C R ein Intervall. Sei f: I — R stetig. Dann ist f(I) C R ein Intervall.

Beweis. Wir setzen

B :=sup f(I) e RU{—o0}, A:=inf f(I) e RU{—o0},
_ —+— -~
= p ! (S5

und zeigen, dass A, B) C f({).

Seiy € (A, B). Nach Definition von sup und inf gibtesa € I, b € I mit A < f(a) < y und
y < f(b) < B. Dann f(a) <y < f(b). Zwischenwertsatz impliziert 3z € [a, b] mit f(z) = y.
Es folgt (A, B) C f(I). Andererseits wegen der Definition von A, B gilt f(I) C [A, B]. Daher Woche
ist f(I) von den folgenden Formen: [A, B], (A, B], (A, B), [A, B), welche Intervalle sind. [ 11

Satz 4.3.5. Sei I C R ein Intervall und f: I — R stetig. Dann sind dquivalent:
(i) f ist injektiv.
(ii) f ist streng monoton.

In diesem Fall ist f=1: f(I) — I stetig und streng monoton.

Beweis. (ii) = (i): Ist klar.

(i) = (ii): Wir nehmen an, dass f weder streng monoton wachsend, noch streng monoton
fallend ist. Es folgt

dry < g, 1,29 € I: f(x1) < f(x2) (da f nicht streng monoton fallend), und
Jy1,ye € L y1 <ya A f(y1) > f(y2) (da f nicht streng monoton wachsend).

Wegen der Injektivitat von f erhdlt man f(x1) # f(x2), f(y1) # f(y2). Deshalb gilt
f(r) < f(@2) und f(y1) > f(y2).
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Betrachte
g:10,1] > Rt — f((1 —t)zy +tyr) — f((1 — t)xe + tys),
welche stetig ist, und
9(0) = f(z1) — flx2) <0, 9(1) = f(y1) = f(y2) > 0.
Nach Zwischenwertsatz gilt 3¢, € [0, 1] mit g(to) = 0, d.h.
F((1—=to)z1 +toyr) = f((1—to)za +toya), aber (1 —1tg)z +toyr < (1 —to)xs + toyo-

Das widerspricht der Injektivitat von f. Daher (i) = (ii).

Nun sei f stetig injektiv. Nach Satz 4.1.9 ist f~! stetig. Diese ist auch streng monoton,

da das der Fall fiir f ist.
O

4.4 Satz von Maximum und Minimum

Definition 4.4.1. Sei f: D — R. f heilt nach oben beschrinkt (bzw. nach unten beschrinkt),
wenn f(D) nach oben beschrankt (bzw. nach unten beschrankt) ist. Setzen wir (f beliebig)

sup f == sup f(D) = sup {fz) | € D} C R,
D

i%ff .= inf f(D) =inf {fz)|€ D} C R.

f heit beschrankt, wenn f nach unten und oben beschrinkt ist. Beachte
f ist nach oben beschrinkt <= sup f < oo,
D

f ist nach unten beschrankt <— i%ff > —00.

Definition 4.4.2. Sei f: D — R. Wir sagen, dass f ihr Maximum (bzw. Minimum) annimmt,
wenn f(0) ein Maximum (bzw. Minimum) hat. Setzen

mlz)xxf :=max f(D), mDinf :=min f(D),

wenn max f(D), min f(D) existieren. Die Zahlen maxp f, minp f heilen Maximum bzw.
Minimum.
Es gilt

f nimmt ihr Maximum an <= 3Jx; € D Vx € D: f(x1) > f(x)
<= dx; € D: f(x1) =sup [.
D

f nimmt ihr Minimum an <= 3z, € D Vx € D: f(x3) < f(x)
< daxs € D: f(x3) = i%ff.
Ein Punkt xy (bzw. x5 € D) wie oben heifft Maximalstelle (bzw. Minimalstelle) von f.

Satz 4.4.3. Sei[a,b] C R ein nichtleeres kompaktes Intervall. Sei f: [a;b] — R stetig. Dann
nimmt f ihr Maximumm ud Minimum an (insbesondere ist f beschrankt).
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Beweis. Sei M := sup f([a.b]) € (—o0,00]. Dann gibt es y, € f([a,b]) mit y, — M,
n — oo. Sei x, € [a,b] mit f(x,) = y,. Nach Bolzano-Weierstra, 3 eine Teilfolge (z,, )r>1
von (T, )neny Mit z,, — & € [a,b]. Wegen der Stetigkeit gilt f(z,, ) — f(&) fir k£ — oo.
Andererseits hat man f(z,,) = yn, — M. Daher erhdlt man M = f(&) < oo und f(&) =
M = sup f([a,b]) = max f(D). Anders gesagt, f nimmt sein Maximum an. Analog fiir das
Minimum. [

Bemerkung. Kompaktheit des Intervalls ist wesentlich! Betrachte

1
f:0,1] >Rz — stetig, aber unbeschrankt,
x
g: (0,1) > Rz —x stetig, beschrankt.
sup¢(0,1) =1, inf ¢(0,1) = 0, 0<g(x) <1, Vo € (0,1).

Also nimmt g ihr Maximum und Minimum nicht an.

Folgerung 4.4.4. Sei f: [a,b] — R eine stetige Funktion. Dann ist f([a,b]) = [m, M|, wobei
m = minj,p f, M = max[.y f.

Beweis. Aus Satz 4.4.3 existieren max f und min f (D = [a, b]). Sei a’, b € [a,b] mit f(a)
m und f(V') = M. Zwischenwertsatz impliziert [m, M| C f([a’,b']). Andererseits f([a’,V])
f([a,b]) C [m, M] wegen der Definition der m, M.

N

Sei f: D — C stetig, d.h.
Vre DVe>03d=4d(e,x) >0Vy € Dmit ly—z| <9 gilt |f(x) — fly)] <e.
Man bemerkt, § hangt von z und ¢ ab.

Definition 4.4.5. Sei f: D — C. f heiBt gleichmiRBig stetig, wenn

Ve>030>0Ve,ye D mit|x—y|<dgilt|f(x)— fy)] <e.

Informell kann man sagen, fiir gleichmaBig stetige Funktionen kann ¢ unabhingig von x ge-
wéahlt werden.

Beispiel.
(i) Ist f Lipschitz-stetig, so ist f gleichmaRig stetig.

(ii) Sei f:(0,1) = R mit f(z) = 1. f stetig, aber nicht gleichmiRig stetig.

Beweis. Angenommen, f ist gleichmaBig stetig:

1

Ve > 036> 0Ve,y € (0,1) mit |z —y| <0 gilt |— — -
r Yy

<

Wihle e = 1. Sein € Nso mit 2 < f. Fiirz = 1, y = 5- gilt [z —y| = 5~ < 6 und

L ; = |2n — n| = n > 1. Widerspruch! L

xT

Satz 4.4.6. Sei f: [a,b] — R stetig. Dann ist f gleichmiBig stetig.
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Beweis. Angenommen, f ist nicht gleichmaBig stetig. Dann
1
de > 0VYn > 1 3z, y, € [a,b] mit |z, — y,| < - und |f(z,) — fyn)| > €. (10)

Bolzano-Weierstral — 3z, — x¢ € [a,b]. Da |z,, — yn,| < i gilt y,,, — xo. Wegen
der Stetigkeit bekommt man
lim f(zn,)) = f(z0) = kh_)rgo S Wny)-

k—o00

Folglich klim |f(zn,) — f(yn, )| = 0. Widerspruch zu (10)! O

4.5 Fortsetzung stetiger Funktionen und Grenzwerte

Definition 4.5.1. Ein Punkt xy € R heilt Hiufungspunkt einer Menge D in R, wenn jede

Umgebung von x4 (in R) unendlich viele Punkte von D enthilt.
In diesem Fall, wenn x¢ = +00 oder —oo, heilt xy uneigentlicher Haufungspunkt von D.
Analog heillt xy € C Haufungspunkt einer Menge D C C, wenn jede Umgebung von x in
C unendlich viele Punkte von D enthalt.

Bemerkung.

(i) Man kann C betrachten und Haufungspunkte in C einer Menge D C C definieren.
Diesen Fall besprechen wir nicht in der Vorlesung.

(i) 2o € co € R ist ein Haufungspunkt einer Menge D in R <= VM > 0, hat die Menge
(=M, 00) N D unendlich viele Elemente <= D nach oben unbeschrankt ist.

D i l.l Li '_-- 4,_ _ i L 2
— o0 o M

. ™R

L

¥
= D

0

Analog fii 2y = —o0.

(iii) Der Punkt zo kann Element von D sein oder nicht; z.B. 0 ist Haufungspunkt von [0, 1]
und auch von (0, 1).

s s

(iv) Ein H3ufungswert einer Folge (z,)nen ist nicht derselbe wie ein Haufungspunkt der
Menge {z,|n € N}, z.B. sei z, = 1 ¥n € N. Dann ist 1 ein Haufungswert von (x,,)nen
aber kein Haufungswert von {z,, |z € N} = {1} (welche nur ein Element enthilt).

>

Lemma 4.5.2. Sei D C R, xy € R. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(i) xo ist ein Hiufungspunkt von D.
(i) Jede Umgebung von xo in R enthilt einen von z, verschiedenen Punkt aus D.

(i) 3 eine Folge (xy,)nen in D mit x, — xq fiir n — oo und x,, # xo Yn € N.
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Wenn D C C, z¢ € C, haben wir auch dhnliche Aussagen.
Beweis. (i) = (ii): Klar.

(i) = (iii): Wahle 2, € (zo — £, 0+ =) N (D \ {o}) Vn € N.

n

Dann gilt z,, — x fiir n — oo und x,, # xy Vn.

(iii) = (i): Sei (z,,)n>1 eine Folge in D\{zo} mit x,, — z fiir n — oco. Sei e > 0 beliebig.
Wahle ny € N mit x,,, € (vo —¢,z0+¢) \ {20}
Wahle ny € N mit ng > ny, z,, € (vo—e1, z,+€1 und x,,, # o, wobei g1 := |z — x,,|.
Dann z,, # x,,. Sei €9 := |x,, — xo| > 0, und wahle z,, € (2o — e, + ) \ {z0}.
Dann gilt ,,, & {n,,Zn, }.

Durch Induktion konstruieren wie also eine Folge (x,, )x>1 von paarweise verschiedenen
Punkten in (zg —e,20 +¢) N D.

[]

Definition 4.5.3. Ein Punkt xy € D heilt isolierter Punkt (D C C), wenn es 6 > 0 mit
Bs(xzo) N D = {zo} gibt.

Bemerkung.

(i) Wenn z € D, ist z entweder isoliert oder Haufungspunkt von D (Lemma 4.5.2 (ii)).

(i) Ist zo € D isoliert, so ist jede Funktion f: D — C stetig in z.

( D= DU h..i;) s

Definition 4.5.4. (i) Sei D C R, 2y € R ein Hiufungspunkt von D, a € R. Wir sagen,
dass f: D — R in xq den Grenzwert a hat, wenn es zu jeder Umgebung U von a eine
Umgebung V' von x¢ mit

FV(D\{xo}) CU

gibt.
Schreibweise: lim f(z) = a.

'?‘-'—'}15 d
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(ii) Analogsei D C C, zy € C ein Haufungspunkt von D, a € C. Wir sagen, dass f: D — C

in xq den Grenzwert a hat, wenn ¥ Umgebung U von a in C, 3 Umgebung V' von x in
C mit f (VN (D\{xz0})) C U. Man schreibt lim f(z) = a. Analog auch fir D C C,

o zZ—T0
Tg € (C, f: D — R.
Bemerkung 4.5.5. (i) Ist xy € D ein Haufungspunkt von D, so ist f: D — C stetig

genau dann, wenn lim f(x) = f(zo).
T—T0

(ii) In der Definition 4.5.4 muss xo in D nicht unbedingt sein, und f muss auf x, nicht
unbedingt definiert werden. Der Punkt ist es, wir interessieren uns fiir das Verhalten von
f in der Nahe von x.

(iii) Sei xy € C\ D ein Haufungspunkt von D, a € C. Sei F': DU{x¢} — C definiert durch
z) ze€D
f(e) = {f ) .
a z=x
Dann gilt

F ist stetig in zp <= lim F(z) = F(z9) <= lim f(z) =a

Z—rX0 Z—X0

Wenn eine der drei dquivalenten Aussagen gilt, heillt F' die stetige Fortsetzung von [ in
xo.

Beispiel 4.5.6. (i) Seien D := C\{0}, f: D - C,z — %. 2o = 0 ist ein Haufungs-
punkt von D. Fiir z € D gilt

1 [ 2k 1 o= 2k z 22
f(z):2< H‘1> I iyttt Pe)

k=0 k=1

P: C — C definiert auch fiir z = 0 und ist die Summe einer Potenzreihe mit Konver-
genzradius oo (Satz 3.4.5). Also ist

exp(z)—1
ro-{
z=0

eine stetige Funktion auf C (Folgerung 4.2.7). Wir erhalten

—1
i PG -
z—0 z
Analog ergibt sich
. sinz . 1—-cosz 1
lim =1, lim ———— = .
z—0 Zz z—0 z 2
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(ii) Seien D :=R\ {0}, n €N, z=0, f: D — R,z + z"sin <. Dann gilt

limz"sin — =0
x—0 x

(weil: |z" sin 2| < |a™ — 0| fiir & — 0). Also ist

ngin L
FiRo Rz |7 0 ©70
0 =0

die stetige Fortsetzung von f in 0.
(iii) Fiirn € Ny gilt

lim — = oo.
n—oo

Beweis.
> $ n+1 )
Z e CES fir z >0
also £ > - Zu M € R wahle d = max {0, M (n + 1)!}. Fir x € (d, c0) gilt dann
e’ x
— > > M.
- (n+ 1)
[
Satz 4.5.7 (Folgenkriterium). Sei D C R, 20 € R, a € R, f: D — R. Es gilt lim f(z) =
Tr—x0
genau dann, wenn fiir alle gegen x¢ konvergenten Folgen (x,,)nen in D\{zo} gilt lim f(x,) =
n—oo
a.
Analog fir D C C, zg € C, a € C, f: D — C (xo Haufungspunkt von D).
Beweis. Nur fiir zp € R, a € R. Beachte
eD
lim f(z) =a < F:DU{xO}%R,xH{f(x) v \ 2o}
T—T0 a T = I
stetig in ©p <= lim F(x,) =a = F(x9) Y(xn)nex C D konvergiert gegen zg
n—oo
(Folgenkriterium fiir Stetigkeit) O

Beispiel. lim sin 1 existiert nicht. Betrachte
z—0 x

(22) i+ 1 (1) " 1
Tn)neny Mit x, = —, ey mit g, = ————
eN i Yn)neN Y I+ I
o1 .
lim sin — = 0, lim sin — = 1.
n—N T n—N UYn

(Wir werden in Kapitel 5 die Zahl 7 analytisch definieren.)
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Folgerung 4.5.8. (i) Sei D C R, z¢ € R Haufungspunkt von D, f,g: D — R und
a,b € R. Es gelte

lim f(z) = a, lim g(x) = 0.

Tr—xQ T—T0

Dann gilt
. B : B : f > _a
ln(f o)) —att D (fg=a-b Jm (D)@ =5
(falls g(z) # 0 in einer Umgebung von x), sofern die Ausdriicke auf der rechten Seite

definiert sind. Definiert sind hierbei

a a

00+ a = 00, —00 +a = —00, —=—=0 fir a € R,
00 —00
00 -a = oo fira >0, 00 -a = —o0 fiira <0, 00 + 00 = 00, 00 - 00 = 00,
(—00) + (—00) = —00,  (—00) - 00 = —00.

0

Die Ausdriicke wie 3, 2, 0 - (—o00) sind nicht definiert. Analog fir D C C, zy € C,
a,beC, f,g: D —C, oder DCC, 20 €C,a,beR, f,g: D—R.

(i) Seien f,.g: D — R, D C R, 2o € R Hiufungspunkt von D mit

lim f(r) =a€R, lim g(z) =beR, f(x)<g(x) VYreD\{x}.

T—T0 T—TQ

Dann gilt a < b.

(iii) Seien D C R, E C R, xg,wy € R, 2y Haufungspunkt von D, w, Hiufungspunkt von
FE

Seien f: D — F, g: E— R mit

lim f(x) = wy, lim g(y) =a €R.

Tr—T0 T—rWo

Dann gilt
lim (go f)(z) = a.

T—TQ

Analog fiir D Cc C, E C C, zg,wg,a €C, f: D —FE, g: E— C.
Beispiel.

(i) Wir berechnen lim e*. D = E =R, g = —00, wg = o0, f(x) = —x, g(y) = 7Y,

Beachte e* = (g oif)(x), f(z) = oo fiir x — —o0, g(y) — 0 fiir y — oo (da eV — oo
fir y — 00). Daher lim e* =0.

T—r—00

(i) Wir berechnen hH(l) w. Setze
T—

y=f(@) =log(e +1), f:(~1.00) >Rz log(1 + ), lim f(z) = f(0) =0.
Ferner gilt z = e¥ — 1, also

log(1 + ) Yy




wobei g: R\ {0} — R. Da lirr(l]g(y) =1, gilt
Y—

. log(l+z) B
mT e Tamew=t
Analog hat man lim l"% =0 (setze y = log ) und

T—r00

1 1 ].
lim x= = lim exp (logaﬁ) = lim exp( ng) — 1.
x

T—00 T—r00 T—r00

Definition 4.5.9 (Einseitige Grenzwerte). Sei D C R, xy € R.

(i) xo heibt rechtsseitiger (bzw. linksseitiger) Haufungspunkt von D, wenn x, Haufungs-
punkt von (zg,00) N D (bzw. (—o0,x¢) N D) ist.

(if) Sei g rechtsseitiger (bzw. linksseitiger) Haufungspunkt von D. Die Funktion f: D — R
hat in xy den rechtsseitigen (bzw. linksseitigen) Grenzwert a € R, wenn f|pn(zy.00) (bzw.
f1pn(=sc,20)) den Grenzwert a € R in z, hat.

Notation:
YT BT -
f(%) = xlg?o f(z) = g}gﬁlo f\Dm(;zo,oo) = a,
f(zg) = xli_{go flz) = xli_{fﬁlo f|Dﬂ(—oo,x0) = a.
A2
A TR N ey
Ao  AYNe
Beispiel.

1 fallsz>0

0 falle o < o 22 FOT) =0, f(0F) =1.

(i) Seif:R—>]R,xl—>{

(i) f: R\ {0} > R,z ~>sini
Die Grenzwerte f(0T), f(07) existieren nicht.
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Satz 4.5.10. (i) Sei f: D — R, D C R, z ein links- und rechsseitiger Haufungspunkt
von D. Dann lim f(z) existent <= f(xf), f(xy) existieren und sind gleich. In

T—TQ

diesem Fall gilt
lim f(x) = f(af) = f(a7).

Tr—xT0

(i) Sei zusétzlich xy € D. Dann gilt: f ist stetig in vy <= f(zg), f(xy) existieren und

f(@o) = flag) = f(ag) gilt.

Beweis. Direkt aus dem Folgenkriterium (Satz 4.5.7). O

5 Differenzierbarkeit

5.1 Definition und erste Eigenschaften Woche
12
Definition 5.1.1. Sei I C R Intervall. Sei f: I — C. f heiBt differenzierbar im Punkt xq € I,

wenn
o @) = flw)

T—T0 T — X

existiert. Dann heilSt dieser Limes Ableitung von f in xo. Schreibweise:

df(zo) % o fl) = f@o)
de  da|,_,, xlggo r—x9

f(w) =

Ist f in allen Punkten xoq € O differenzierbar, so heilst f differenzierbar in I. In diesem Fall
heiBt die Abbildung
fliI—C
x> f(z)
die Ableitung von f.

Falls x¢ ein Randpunkt von I ist, so ist der Grenzwert in 5.1.1 als einseitiger Grenzwert zu
verstehen.

Geometrische Erlduterung Betrachte f: i — R.

"
? tan Fe
e

—

.

I,___,
| J:’.
i Y
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Die Gerade durch (zg, f(xo)) und (x, f(x)) heilt Sekante und ist der Graph der Abbildung

T W(x — x0) + f(x0).

Dabei ist %ﬁémo) die Steigung der Sekante.
Angenommen, f ist differenzierbar in 25. Dann wenn = zu x, lduft, ndhert die Sekante sich
an eine Gerade an, die Tangente an den Graphen von f im (zg, f(z¢)) heift.

Beispiel 5.1.2. (i) f: I — C, f(x) = x (konstant) Vx € I. Dann ist f differenzierbar
und f'(z) =0Vz € I.

(i) Sein €N, f: R =R, f(x) =2". Dann f'(z) = na"! Vo € R.

(i) Seic € C, f: R — C,z — exp(czx). Dann gilt (exp(cz)) = cexp(cx) Vo € R,

Beweis. Ist ¢ =0, so ist f konstant, und beide Seiten sind null. Ist ¢ # 0, so gilt

exp(cz — xg) — 1

exp(cr) —exp(crg)
T — Xo = cexp(eao) c(x — xp)

— cexp(cxg) fir x — xg. (4.5.6) O

Satz 5.1.3. Sei f: I — C differenzierbar in xo € I. Dann ist f stetig in xg.

Beweis.
@) = fan) + L0 g
e
fir x # x9, x — xg. Es folgt f(z) = f(xo) fir z — xo. O

Die Umkehrung ist falsch. Betrachte f: R — R, x — |z| stetig in 0.

lim =lim — = -1
z 0 z—0 z/0 T
z\,0 x—0 a\O0 X

Wegen Satz 4.5.10 existiert lin%) w nicht.

z—
Satz 5.1.4 (Ableitungsregeln). Sind f,g: I — C in xy € I differenzierbar, so sind auch die
Funktionen f 4+ g, A\f (A € C), f - g in xq differenzierbar; falls g(xy) # 0, so ist auch 5 in x
differenzierbar. Es gilt dann

[ / ) — f'(x0)g(z0) — f(x0)g' (20)
(5) FEn
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Beweis.

(f+9) (@) = (f+9g)(wo)  flz)— flwo) | g(zx) — g(x0)

T—2x I + T —2x
Folglich gilt
iy CEI U200 _ ) iy
(fg)(l;z - gg)(xo) _ f(l’x) - iixo) (@) + f(zo g(l’x) - iExO)
— f (ZL‘O) (o) + f(x0)g'(xo) fiir z — xg
§<x) - §($o> _ ( )9( xo)(g(x) - g(xo))
T — Iy (ZE — )9 ( )g(x0)
f'(x0)g(x0) — f(20)g' (20)
(9(370))2

Beispiel 5.1.5. (i) ¢ € C, f differenzierbar in xy. Dann (cf)'(zo) = cf’(x0).
(i) Dasinz = - (¢ —e™™) und cosz = § (€' + e™'*) gilt:

sin’ x = cosx cos’ t = —sinx

(i) Setze tanz := 2L (wo cosx # 0). Dann

, sin’ z cos & — cos’ xsinx 1 9
tan' z = 5 =——=1+tan"z.
cos* x cos* x

Satz 5.1.6 (Kettenregel). Seien I,J C R Intervalle, f: I — J, g: J — C. Ist f inxg € I
und g in yo := f(xq) differenzierbar, so ist g o f in xq differenzierbar und

(go f)(w0) =g (vo) - f'(w0) = g’(f(xo)) - (o).

Beweis.
(9o 1)) = (g0 Nw) _ () =g(f(x)) (@) = f(xo) e P
T — T T flz) = f(x0) r — g = g'(f(xo)) - f' (o)
fiir  — .

Bemerke, f(z) — f(xo) fiir z — xo, deshalb

g(f(@)) — g(f(x0))

lim =4 (f(z0)).
A e = fwoy )
O
Beispiel. Sei a > 0 fest,
fTR—=R
T qf = 6:zsloga'
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Dann f = g o h, wobei

h: R—R g:R—R
x— zloga y— e’

Da {h/(x) = a2'loga = loga gilt

g'y) = e
(a®) = e8¢ ]oga = a” loga.

Insbesondere

-1
lima

= loga.
x—0 x

Satz 5.1.7. Sei I C R Intervall, f: I — R stetig, streng monoton und differenzierbar in
xo € I. Sei f'(xy) # 0. Dann ist die Umkehrfunktion (von f) g: f(I) — R differenzierbar in

yo = f(x0), und es gilt
1 1

~ f@o) ~ F(ow)
Beweis. Sei y € f(I) und z := g(y). Dann f(z) =y.

9' (o)

Betrachte
9y) —9yo) _  w—wo 1 L 1
Y — Y f(z) — f(x0) %&(IO) f'(0)

fir x — o, denn f'(z9) # 0. Es folgt

, 1
g (w) = f' (o)

(da wenn y — yo, dann = — x5 wegen der Stetigkeit von y). O
Beispiel. R, ={z € R|x > 0}
(i) log: Ry — R ist die Umkehrfunktion von exp: R — R, also

1 1 1
log' v = = =— Vz>0.
exp/(logz)  exp(logz) =«

(i) Sei z € C und
f: R+ — C
T = eZlogw

Dann ist f differenzierbar, und

f'(z) = (¥18%Y (zlog ) = e‘“ogxg =22""" VreR,.
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5.2 Mittelwertsatze

Definition 5.2.1. Sei I C R ein Intervall. Ein Punkt xo € I heillt innerer Punkt von I, wenn
30 > 0 mit (xg — §, 20+ 0) C I.
Aquivalenterweise ist vy € I innerer Punkt <=> 1z ¢ {supI,inf I'}.
Die Menge
I :={x € I|z innerer Punkt von I} = (inf I,supI)

heit das Innere von I.

1 >

Ao

(=]

.\“____,.f--- __\\.,H“-h )
-

Definition 5.2.2. Sei I C R Intervall, zy € I.

(i) Die Funktion f: I — R hat in x, ein lokales Maximum (bzw. Minimum), wenn 35 > 0
mit f(x) < f(xo) (bzw. f(x) > f(xo)) fiir alle x € (xg — 6,20+ ) N I.

(i) f: I — R hat in zq ein globales Maximum (bzw. Minimum), wenn gilt

f(x) < f(xo) bzw. f(z) = f(zo) Vo el

Extremum ist der gemeinsame Oberbegriff fiir Maximum und Minimum. Dann heilt
lokales Extremum lokales Maximum oder lokales Minimum. Analog fiir globales Extre-
mum.

(iii) Ein innerer Punkt xo € I heilt kritischer Punkt von f: I — R, wenn f differenzierbar
in xq ist, und f'(zo) = 0.

(iv) Ein kritischer Punkt xo € I heilt Sattelpunkt von f, wenn 36 > 0 mit (xo—0, xo+d) C I
und f(x) < f(xo) firz € (xg — 0,20 + 0) und f(x) > f(xo) fiir x € (xg,x0+ d) oder

umgekehrt.
ot =~ o =

ff /*\/K k&fg

. + =i

X i

- I ald f ko f
x1: lokale Maximumstelle (Maximalstelle)
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xo: lokale Minimumstelle (Minimalstelle)

' 1o <

K.-.:& J“EL‘;{)\;J{%_

| Stbdpult

/

Satz 5.2.3 (Notwendiges Extremwertkriterium). Sei I C R ein Intervall, xo € I ein innerer
Punkt, und f: I — R differenzierbar in xo. Hat f in zq ein lokales Extremum, so gilt f'(xq) =
0.

Geometrische Deutung: Die Tangente an den Graphen von f um (xo, f(xo)) ist parallel
zur x-Achse (siehe (iv)).

Beweis. Angenommen, f besitze ein lokales Maximum in x,. Dann existiert § > 0, so dass
flz) < f(xg) Vo€ (xg— 6,20+ 96)
(wahle § so klein, dass (zg — &,z +0) C I). Da f differenzierbar ist, gilt
f(z) = f(@o) f(z) = f(@o)

! = lim ——— = lim ————~ >0
/ (xO) xLI?O T — Xg xI/I?o T — Xg -
~—_———
>0
i £E) = f@0) )
z\xo T — Xg
~—_————
<0

Es folgt f/'(zo) = 0.
Fiir ein lokales Minimum ist die Aussage analog zu beweisen. ]

Bemerkung.

(i) f'(zo) = 0 ist nur eine notwendige, aber nicht hinreichende Bedingung fiir ein lokales
Extremum, z.B. f(z) = 2. 2y = 0, f/(0) = 0, aber f besitzt in 0 kein lokales Extremum.

(i) Wenn zq kein innerer Punkt ist, so ist die Aussage falsch, z.B.

f:00,1] = R
T T

zo = 0, dann ist x, eine Minimalstelle. f differenzierbar in 0, aber f'(0) = 1.
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Satz 5.2.4 (Rolle). Sei a < b (a,b € R) und f: [a,b] — R eine stetige Funktion mit
f(a) = f(b). Die Funktion f sei in (a,b) differenzierbar. Dann existiert ein & € (a,b) mit

f'(€) = 0.
/ e

A /f\ 4
‘) ={c1) T 4 ,
f
/

e P

(Die Tangente an dem Graphen von f um (&, f(€)) ist parallel zur x-Achse.)

Beweis. Fall 1: f konstant. Dann f'(£) = 0 V¢ € (a,b).

Fall 2: f nicht konstant. Nach Stetigkeit und Satz 4.4.3 3z,,,, ) € [a, b] mit
T, globale Minimalstelle, 2y globale Maximalstelle.

Ist z,,, € (a,b), soist f'(x,,) = 0 wegen Satz 5.2.3.

Ist z,, € {a,b}, dann gilt f(z,,) = f(a) = f(b). Da f nicht konstant ist, bekommt
man f(xy) # f(zm) = zm € (a,b) = f'(zp) = 0 nach Satz 5.2.3.
O]

Satz 5.2.5 (Verallgemeineter Mittelwertsatz). Seien a,b € R, a < b, f,g: [a.b] — R stetige
Funktionen, die in (a,b) differenzierbar sind. Dann 3¢ € (a,b) mit

(f(b) = f(a))g'(&) = (g(b) — g(a)) ['(€).

Beweis. Sei h: [a,b] — R mit

_— {h(a) — 1(b)g(e) = 9(b)f(a) = (D)
h stetig auf [a.b], differenzierbar auf (a,b)
Satz von Rolle = 3¢ € (a,b) mit h'(£) = 0. O

Satz 5.2.6. Seiena,b € R,a < b, f: [a,b] — R stetige Funktion, die auf (a, b) differenzierbar
ist. Dann 3¢ € (a,b) mit
f() = fa) = F(E)(b—a).

Beweis. Wenden wir Satz 5.2.5 auf g(x) = z an.
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| 7
/
zx’
{a) j -
= +- 5
;'I a . b
ﬂ
Fiir & mit W = f'(§), ist die Tangente um (&, f(&)) parallel zur Sekante durch (a, f(a)),
[

(b, £(b))-

5.3 Anwendungen des Mittelwertsatzes
(i) Sei I C R ein Intervall, f: I — R stetig, und f auf j' differenzierbar.

Folgerung 5.3.1.
Falls f'(x) =0 Va € I, dann ist f konstant.

(ii) Seien f,g: I — R stetige Funktionen, die auf I differenzierbar sind, und es gelte f' = ¢'

auf I. Dann 3¢ € R mit f(x)=g(z)+cVrel.
(i) Seien z,y € I, x < y. Nach Satz 5.2.6 3¢ € (x,y) mit

f@)—fy)=f()x—-y)=0 = [ konstant.

(i) Seih=f—g: I - R, k' = f — ¢ =0. Nach (i) ist h konstant.
[
I

Beweis.

Folgerung 5.3.2. Sei I C R ein Intervall, sei f: I — R eine stetige Funktion, die auf

differenzierbar ist. Dann gilt
(i) Falls f'(x) > 0 Vx € I, dann ist f streng monoton wachsend.

(ii) Falls f'(z) >0 Vz € ? dann ist f monoton wachsend.
(i) Falls f'(x) <0 Vz € } dann ist f streng monoton fallend.

(iv) Falls f'(z) <0 Vzx € ; dann ist f monoton fallend.
Beweis. Zu (i): Seien x,y € I, x <y. Satz 5.2.6 = 3£ € (z,y) mit
f@) = fly) = £1(€) (x —y) <0,
N~

>0 <0

da f’(§) > 0. Deshalb ist f streng monoton wachsend.
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Beispiel.
(i) f(x)=¢€" f'(r) =€¢">0 = e streng monoton wachsend.

(i) f(z)=logz, x>0, f'(x) =1 >0 = logx streng monoton wachsend.

x

Folgerung 5.3.3. Sei f: (a,b) — R differenzierbar und x( € (a,b) ein kritischer Punkt (d.h.
f'(xo) = 0).

(i) Falls f'(x) <0 Vz € (a,zo) und f'(x¢) > 0 Yz € (20,b), so hat f in xy ein Minimum.
(ii) Falls
f'(x) >0 Vze (a,xg) und f(x) <0 Vz € (xg,b),
so hat f in xq ein Maximum.

Beweis. Zu (i): Da f' < 0 auf (a,x), ist f monoton fallend auf [a,z], d.h. f(z) >
f(zo) Vo < xy.
Da f" > 0 auf (x0,b), ist f monoton wachsend auf [z, b]. Es folgt f(x) > f(x) Vo >
xo. Anders gesagt hat f in g ein Minimum.

Zu (ii): Analog.
[

Wir sagen, dass eine Funktion f: D — C zweimal differenzierbar in zy € D ist (D C R
offenes Intervall), wenn 36 > 0, so dass f differenzierbar auf (z9 — 0,29 + ) C D und
[ (xo — 6,x9 + 0) — C differenzierbar in z ist. Wir bezeichnen f"(z¢) := (f')'(zo) die
Ableitung von f’ in xg, diese wird die zweite Ableitung von f in x, genannt.

Folgerung 5.3.4. Sei f: (a,b) — R differenzierbar und zweimal differenzierbar in xy € (a,b).
Gilt f'(xo) = 0 und f"(xo) > 0, so ist xy eine lokale Minimalstelle, d.h. f hat in x, ein lokales
Minimum.
Gilt f'(zo) = 0 und f"(x0) < 0, so ist zy eine lokale Maximalstelle, d.h. f hat in x( ein lokales
Maximum.

Beweis. Sei f"(x¢) > 0 (der Fall f”(z) < 0 ist analog zu beweisen). Da

(o) — tim 8 = L)

T—T0 T — X

0

existiert ein € > 0, so dass

f'(@) — (o)

>0 Vze (xg—e,x0+¢).
T — 2o
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Da f'(zo) = 0, folgt daraus

f(z) <0 firzy—e <z <,
f'(z) >0 firxy <z <zo+e.

Nach Folgerung 5.3.2 ist f auf [zq — &, 20| strong monoton fallend, auf [z, 2 + €] streng
monoton wachsend. Folglich besitzt f in z( ein lokales Minimum. O

Eine Funktion f: I — C, (I C R Intervall) heilit stetig differenzierbar, falls f differenzier-
bar und f': I — C stetig ist.

Satz 5.3.5 (Schrankensatz). Seiena,b € R, a < b, f: [a,b] — R stetig differenzierbar. Dann
ist f Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante L := T%T{ |f'[, d.h.

|f(z) = fW)| < Lz —y| Va,y € [a,b].
Beweis. Da f’ stetig ist, ist L < oo. Nach Mittelwertsatz gilt 3¢ € (x,y) mit
[f(@) = f)l = Olle —yl < Llz =yl (x<y).
O

Satz 5.3.6 (Regel von I'Hospital). Seien f,g: I — R zwei differenzierbare Funktonen auf
dem Intervall I = (a,b) (—oo < a < b < ). Es gelte

g(x)#£0 Veel,

und es existiere der Limes

/
- f'x) ceR
z/b g'()
Dann folgt
1. Falls
lim g(x) = liy £(z) =0,
ist () # 0 Var = o (Fir ein o € (a,)) und lim 1) = c.

2. Falls li;r})g(x) = +o00, ist g(x) # 0 firx > xy (a < x9 <b), und es gilt li;rll; % =c.
Analoge Aussage gelten fiir den Grenziibergang x “\ a.
Beweis. Zu 1: Angenommen b € R. Seien
g (a.b] >R
x+— f(x) z € (a,b)
b—0

die stetige Fortsetzungen von f, g auf (a,b]. Sei x € (a,b). Dann gilt




(&, hangt von x ab). Wenn z — b, gilt {, — b, &, € (a,b). Es folgt
f@) o F&) _

lim ——
oob g(@) b §1(&,)

Nun betrachte den Fall b = co. Sei @ € Ry mit a,00) C (a,00) = (a,b).

E r
LA - LA

Definieren

F.G: (O,%) — R, F(y) ::f<§>’ G(y) :zg(i), Yy € (O,%).

Man sieht leicht, dass F, G die Bedingung des Satzes fiir den Grenziibergang \, 0:
/
lim F(y) = lim f'()

= lim F(y) = lim G(y) = 0.
N0 Gy)  eoeo g'() ¢ yl\r‘% (y) y{% (y)

Daher nach dem ersten Fall (fiir Grenziibergang \, 0) gilt

lim M =c.
N0 G(y)
Anders gesagt bekommt man
)
im —= =c.
z/00 g()
Zu 2: Da ¢'(0) # 0 Vx € I, gilt entweder ¢'(z) > OVx € I oder ¢'(x) < OVx € I.

(Beweis: g muss injektiv sein wegen Satz 5.2.3, deshalb ist g streng monoton, nach Satz
435).
Durch Vorzeichenwechsel, 0.B.d.A. nehmen wir an, dass

Jg(x)>0 Veel (= linll)g(as) = 00)
z—

und
@
w7 g ()

= ¢ # —00.
Zu vy < c3d eI (wdhle y =c—¢) mit

f' ()
g ()

Nach Mittelwertsatz 3¢ € (d, b) mit

>~ flird <z <b.

oder
f(z) = f(d) >~ (g9(x) —g(d)) fird<az<b



(erinnere: ¢ > 0 = ¢ monoton wachsend). Nach Division durch g(z) lautet die
Ungleichung

f(z) f(d) —~g(d) ir o a alx
g(x) =7 g(az) v f /b, d 9( ) — 00,
dh ZU

~—

5>05|d1€(a,b):&>7—5 Vdy < x <b.
9(@) =~

Ist ¢ endlich, so kann man v > ¢ + & > ¢ wahlen und durch dhnliche Schitzungen mit
, <" Zeichen anstelle ,,>", und erhalt

f(z)

< c+ 2 fir x € (day, b) fiir ein dy < dy < b.
g9(z)

Es folgt
f(x)

c—2e <=~ <c+2 Ve (dyb) = limf(x)
g(x)

z—b g(x)
Beispiel.

1. li{r(l)xlogx: Setze f(x) = logz und g(x) = L auf (0, ).

T

§(r) =~ # 0V € (0,00)

lim g(z) = oo

z\0
/ 1
tim ) iy = .
2\ 0 g/<£lj'> z\0 —2
Nach I'Hospital gilt
f(z)

lim

o0
L =0 (Typus =)
20 g() P

. 1 1 . T —sinx
lim ( — —— ) =llm——=0
N\O\sinz & 2\0 Tsinz

(f(z) =2 —sinz, g(z) = zsinz auf (0,%))
Zweimal |'Hospitalsche Regel anwenden.
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5.4 Trigonometrische Funktionen

Wir untersuchen trigonometrische Funktonen sin, cos.

Lemma 5.4.1. Fiirx € (0,2] gilt

23 ot
smx>x—§, cos:p<1—§+z.
Erinnere
2 o0 L a2k
cosle—g—i—z—---:Z(—l) 20
k=0
P - 00 2K+
nmer=o— —4+— —...= D
e TR kz:; N oT
Da
22642 p 72 2 9
(k+2)! 28 (k+1)(k+2)~ 6 — 3
fir x € (0, 2] sieht man, dass
( J}% ) I2k+1
— monoton fallend, <—> monoton fallend.
(2k)!/ e 2k + DV en
Es folgt
2 4 3 2
cosx<1—%+%, sinx>x—%:x-<1—%)>0, vz € (0,2].

Lemma 5.4.2. cos: [0,2] — R hat genau eine Nullstelle x,, welche in (1,2] liegt.

Beweis. Erinnere
sinxz > 0 fir z € [0, 2], cos'z = —sinz < 0 fir x € [0, 2].
Deshalb ist cos streng monoton fallend in [0, 2].
Aulerdem gilt
2ot 1
0=1>0 2<]l— o+ —=—5<0.
cos , CoS 51 + 1 3

Zwischenwertsatz impliziert cos: [0,2] — R hat eine Nullstelle zq in [0, 2], welche eindeutig
wegen der Injektivitat von cos ist.
Da cos1>1— 5 =3 >0, liegt 2o in (1,2). O

Definition 5.4.3. Setze 7 := 2z (d.h. xy = 7). Dies ist die analytische Definition von .
Wir sehen spater, dass diese Definition mit der in der Schule iibereinstimmt.

Bemerkung.
1. Wegen cos 5 = 0 und cos?r+sin’r =1 = sin § = £1. Da sinz > 0 fiir z € (0,2],

gilt sin § = 1.
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m m . . .
Vz € C: cos (Z+§> :COSZCOS§—SIHZSIH§ = —Ssmmz

b,

¢ - 1 . =) '\_T‘_"PL Tew (9%

. s ) m .
Sin z+§ :slnzcos§+51n§cosz:cosz

Insbesondere Analog bekommt man

T 5w 37” 2m

cosx |1 0 —1 0 1

sin x 1 0 -1 O
e cos(z+7)=—cosz sin(z+7) =—sinz

e cos(z + 2m) = cos z, sin(z + 2m) = sin z, d.h. cos, sin 27-periodische Funktionen
e cosz >0 firz e (—5,%) (dacosz >0 fiirz €[0,%)), cosa = cos(—x)

e rcR cosxr =0 «<— x:§+k7r,k:€Z

e sinz >0,z € (0,7),sinz <0, z € (m,2m) (dasin(z+ %) = cosx)

e rcR sine =0 <= x=km, ke’

e sin: [—7, 7] — [—1, 1] streng monoton wachsend, bijektiv, stetig.
e cos: [0,m] — [—1, 1] streng monoton fallend, bijektiv, stetig.

e arcsin =sin~': [—1,1] — [—Z, 5] ist stetig in [—1, 1] und differenzierbar in (—1,1)

1
V1—22

e arccos = cos ': [—1,1] — [0, 7] ist stetig in [—1, 1] und differenzierbar in (—1,1)

arcsin’ x =

1
V1—22

SInZ st bijektiv, streng monoton wachsend,
oS T

C

arccos’ © = —

o tan: R\ {Z +kr|keZ} 5 Rz
differenzierbar.

R -1, ™ T / o / . 1
arctan :=tan  : R — (——=, =], arctan x = — tan'x = 5 -
22 w 14+ ~—~— CcOoSs* x
" ve(-3.3
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e cot: R\ {km|k € Z} — R,z + =7 ist bijektiv, streng monoton fallend und
differenzierbar.

acot :=cot ': R — (0,7), acot'x = — r € R,

1+ 22’

1
cot' t = ————, = € (0,7).
sin”

Satz 5.4.4. Jede komplexe Zahl lasst sich schreiben als = = re'?, wobei ¢ € R und r =
|z| > 0. Fiir z # 0 ist @ bis auf ein ganzzahliges Vielfaches von 2n eindeutig bestimmt.
Man nennt ¢ das Argument der komplexen Zahl z = re®.

Beweis. Fiir z = 0 ist z = 0- €' mit beliebigem ¢. Sei jetzt z # 0, r := |z| und w := 2. Dann
ist |w| = 1. Schreibe w = a +ib, a,b € R. Also a®> +b* =1 = a,b € [—1,1]. Deshalb ist
a = acos a. Da cosa = a, folgt

sina = +v1 — a? = +b.
Wir setzen
o p:=qafallssina =0,
e v:= —qfalls sina = —b.

In jedem Fall ist dann
e =cosp+isinp =a+1b=w.
Damit gilt z = re'?.
Nun ist ¢’ € R mit re’¥’ = re', r # 0, so gilt

¥ =% = W) =0 = p— =21k, kel
(Eigenschaften von cos und sin). O

Bemerkung 5.4.5. 1. Interpretation der Multiplikation komplexer Zahlen.
Sei z = e, w = rye™. Dann ist

2w = ryreet TV,

Man erhalt also das Produkt zweier komplexer Zahlen, indem man ihre Betrage multi-
pliziert und ihre Argumente addiert.

2. Nach Satz 5.4.4 ist die Abbildung
P:[0,27) — %!
Q> e

eine Bijektion (S ist der Einheitskreis).




Man kann zeigen, dass die Linge des Bogens P(0)P(y) gleich genau ¢ ist.

Anders gesagt, ist o der Winkel (im BogenmalB) zwischen z-Achse und dem Vektor ¢'?
(wir betrachten e'? wie ein Vektor in der Ebene). Daher sieht man, dass die Funktionen
cos und sin mit der in der Schule libereinstimmten.

-0

Da die Ldnge des Bogens mit Endpunkten e** und e % gleich 5 ist, so gilt:

der Umfang des Einheitskreises = 4 mal g = 2m,

d.h. wir finden wieder die iibliche Definition von .

6 Integralrechnung

Man will Flachen in der Ebene betrachten und ihre Flacheninhalte berechnen, z.B.

SYStem [z B

IN'L e\ .
[—‘:udthm‘:’:'t_

R =
e

g’ gj_usad |J

=]

S = 5,USy und Sq, S5 ist die Fliche zwischen dem Graphen einer Funktion und der z-Achse.
Man bezeichnet den Flicheninhalt von S; mithilfe von f;. Man definiert das Integral von f;

auf [a, b], fab fi(z) dx, welches dem Flacheninhalt von \S; entspricht.
Wir beginnen mit einem einfachen Fall.

6.1 Treppenfunktionen und Riemannsches Integral

Fiir a,binR, a < b, heillt eome Funktion ¢: [a,b] — R Treppenfunktion, falls es eine Unter-
teilung

a=To<r1<- - <xp,=0>

des Intervalls [a,b] gibt, so dass ¢ auf jedem offenen Teilintervall (zy_1,2%) (1 < k& < n)
konstant ist. Die Werte von ¢ in den Teilpunkten sind beliebig.
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% Xy A, Ay _ A
;L b

Wir bezeichnen mit 7 [a, b] die Menge aller Treppenfunktionen ¢: [a,b] — R.

Lemma 6.1.1. T a,b| ist ein R-Vektorraum, d.h. die folgenden Eigenschaften sind wahr:
1) 0 € Tla,b
2) o, € Tla,b] = @+ € Tla,b]
3) peTla, b, \e R = Ap € Tla,b]

Beweis. 1) und 3) sind trivial. Wir zeigen 2).
Die Treppenfunktion ¢ sei definiert beziiglich der Unterteilung

Z: a=xp< 1 <---<zp =D,
und v beziiglich der Unterteilung
7' a=ap<ay<--o<al, =0

Nun sei a =ty < t; < --- < t; = b diejenige Unterteilung von [a, b], die alle Teilpunkte von
Z und Z' enthilt, d.h.

{to,t1, ... tx} ={xo,x1, ..., o} U{a, 2h, ... 2l ).

Dann sind ¢, 9 konstant auf jedem Teilintervall (¢;_1,¢;), also ist auch ¢ + ¢ auf (¢;_4,t;).
Deshalb ¢ + v € T1a, b].

IS, S5 — ' .
B 1 o
0 Ta

i Xy 2
O

Definition 6.1.2 (Integral fiir Treppenfunktionen). Sei ¢ € Ta, b| definiert bzgl. der Unter-
teilung
a=xg<rT1<--<x, =0,

und sei
Plios oy =Cr firk=1,2,....n.

Dann setzt man

/abgo(x) dz = éck(k—xkl).
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Geometrische Deutung

Falls ¢ > 0 auf [a, b], dann gilt ffgo(a:) dx = der Flacheninhalt, der zwischen der z-Achse und
dem Graphen von ¢ liegenden Flichen.

3 A

[ V] T
- 5 | | S [ o > p L
C ‘, o Ay oY
|I Ao :H‘-’L

Falls ¢ < 0 auf einigen Teilintervallen, sind die entsprechenden Flachen negativ.

#h
S
oo |
o L e
L :IL ! L II"._ L_/)
Bemerkung 6.1.3. Damit das Integral f x) dx einer Treppenfunktion wohldefiniert ist,

muss man noch zeigen, dass die Definition unabhanglg von der Unterteilung ist. Es seien
Z: a=x9<11<-+<TH =, 7 a=ti<ti<---<tp,=0b

zwei Unterteilungen, auf deren offenen Teilintervallen ¢ konstant ist, und zwar sei

_ .. .
@‘(Ij,hx]‘) - CJ’ w’(tkflytk) = Cg-

Wir setzen

/ :ch —Tj_1), //90 ZC te —tr-1).
k=1

J=1
Wir miissen zeigen [, o = [, ¢

Beweis. Fall 1: Jeder Teilpunkt von Z sei auch Teilpunkt von Z’, etwa z; = ;. Dann gilt

=ty <tpp <<ty =x;  (1<j<n)
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und ¢, = ¢; fiir kj_; < s <k;.

-t.kj""l- .t‘E_j..l_‘*'L tf[“:j,l-k L -t&‘),
SRR TR R SR e B e WIS
e =

Daraus folgt

C; (ts - ts—l)

S
AN
!
N

7=1 s—kj 1+1

3Y -t

7=1 s= kj 1+1

—Zc] —Tj1) /Zcp.

Fall 2: Seien Z und Z’ beliebig und Z* die Unterteilung, die alle Teilpunkte von Z und Z’
umfasst. Dann gilt nach dem ersten Fall

L= L=l

Satz 6.1.4. Seien ¢,v € Tla,b] und X € R. Dann gilt:

2)
[erowa= @ [vwa
b)
/ () (@) dz = A / ' p(a) de
S

gp<w:>/ dx</1p

wobei ¢ < 1) bedeutet: p(x) < (x) Vx € [a,b].

Beweis. Wie in der Bemerkung 6.1.3 kann man v und ¢ beziiglich derselben Unterteilung des
[a, b] betrachten. Die Aussagen sind dann trivial. O
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Definition 6.1.5 (Oberintegral, Unterintegral). Sei f: [a,b] — R eine beliebige beschrinkte
Funktion. Dann setzt man

b*

[ @y de = int {/abgo(x) dz
[ s { [ )

Bemerkung. Es gilt stets
b* b
/ f(z)dx 2/ f(z)dz.

v € Tla,b], gpzf},

v € Tla, b, gpﬁf}.

Beispiel.
(1) Vo € Tla,b] gilt

/a " o) i / b*go(x) dz = / ' () de

1 fall ional
(2) Sei f:[a,b] = R mit f(z) := A ratlo.na ' . Dann gilt
0 falls x irrational

b* b
f(a:)da::1>0:/ f(z)dz.

(Aufgabe, Hinweis: Die Menge Q ist dicht in R.)

Definition 6.1.6. Eine beschrankte Funktion f: [a,b] — R heilt Riemann-integrierbar, wenn

b* b
f(x)dx :/ f(x)dx.

In diesem Fall setzt man

/abf(x) dz = ab*f(x) dz .

ff f(z) dz heiBt das Riemannsche Integral von f (auf [a,b]).

Von nun an sagt man nur ,Integral”, ,integrierbar” statt ,Riemannsches Integral”, , Riemann-
integrierbar”.
Beispiel. Treppenfunktionen sind integrierbar.
Bemerkung. Anschaulich ist fabf(x) dz (fir f > 0) genau der Flacheninhalt der Flache S Woche
zwischen dem Graphen von f und der z-Achse: In der Tat nehmen wir v, ¢ € Tla,b] mit 14

o < f <.
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Man bemerkt ,
Flacheninhalt von S > / o(xr)dr =: S,

und S, S, wemm ¢ sich f von unten nahert.

Analog fiir
B (v 11?;_‘ A L‘f’

Wir untersuchen nun, welche Funktionen integrierbar sind.

Satz 6.1.7 (EinschlieBung zwischen Treppenfunktionen). Eine Funktion f: [a,b] — R ist
genau dann integrierbar, wenn zu jedem ¢ > 0 Treppenfunktionen 1 € T|a,b] existieren
mit

p<f<v
und
b b
/ (x) dx—/ o(x)dr <e.
Beweis. Offensichtlich aus der Definition der Riemannschen Intergrierbarkeit. ]

Satz 6.1.8. Jede stetige Funktion f: [a,b] — R ist integrierbar.

Beweis. Wir zeigen zuerst, dass

Ve >0 3dp € Tla,b] Vo € [a,b]: |f(z) — p(z)] <e.
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I~ =
ALi 1
: e
A b i

|
Satz 4.4.6 —> [ gleichmaBig stetig. Daher 30 > 0, so dass

|f(x) = f(2")| <e Va2’ €a,b], |z —2'| <é.

Wahle n so grol, dass b;—“ < 6, und setze

tr:=a+ k-

firk=0,1,...,n.

n

_L\_ [ S _ﬁ_—'_'_'_______i_

A
e S
P
ll-_) —{ )
A

Wir erhalten so eine Unterteilung von [a, b] mit ¢, —tp_1 < VO < k <mn,
Definiere ¢: [a,b] — R mit ¢(t) := f(ty) fir ty—o <t <tr, 0 <k <n.Danny € Tla,b

und lp(x) — f(z)] < e.
Nun setze ¢ := ¢ + ¢ € T[a, b]. Man hat

p=p—ec< f<pte=9

/abw(x)d:c—/ab@(:v)dx:/abw(x)der/abadx—/abwdg;_f_/abgdx

b
:2/ edz =2e(b—a)

und

Nach Satz 6.1.7 ist f integrierbar. O
Satz 6.1.9. Jede monotone Funktion f: [a,b] — R ist integrierbar.

Beweis. Sei f monoton wachsend (fiir monoton fallende Funktionen ist der Satz analog zu
beweisen). Sei ¢ > 0. Setze




Definiere ¢ € T1a,b], ¥ € Tla,b] durch

o(x) == f(xg-1), xp-1 <z <y, P(z) = fzr), p—1 <o <y

Da f monoton wachst, gilt ¢ < f <) und

/ (a) dz — / o) dr = 3 o) (@ — 1) — 3 Flano)(or — zi)

= " ()~ F )
=20 ()~ fla)) < 2

falls n geniigend grol ist. Also ist f integrierbar nach Satz 6.1.7. ]

Satz 6.1.10. Seien f,g: [a,b] — R integrierbare Funktionen, und \ € R. Dann sind auch
f + g und \f integrierbar, und es gilt:

2)
[rowa= [ @ [ o
b)
/ ) () de = A / () da
0

f<g = /abf@:)dms/abg(x)dx

d) Seic € (a,b). Dann sind f|, , und f|, , auch integrierbar, und es gilt:

/abf(x)dx:/acf(x)der/cbf(x)dx.

Beweis.  a) Sei e > 0 vorgegeben. Dann 31, 2, 11,12 € Ta, b] mit
o1 < f <y, 2 < g < U,
und
b b -
/ wl(x)dx—/ 1(x)de < o1
‘e Y (Satz 6.1.7).
/ o () dx—/ o) dx S%
Es folgt
o1+ o2 < f+Hg <+
und

/ab“”l +ue)ar - o1+ a)(a)dr < =

Daher ist f + g integrierbar, und die angegebene Formel gilt.
Die Aussagen b), c), d) sind analog zu beweisen.
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Definition 6.1.11. Man setzt

/af(a:)dx =0, /bf(m)dx ::—/baf(x)dx falls b < a.

Bemerkung.

(i) Satz 6.1.10 d) gilt nun fiir beliebige gegenseitige Lage von a,b, ¢, falls f in
[min {a, b, c} , max{a,b, c}] integrierbar ist.

. . b . .
(ii) In der Notation [ f(x)dx kdnnen auch andere Buchstaben anstelle der Integrationsva-
riablen = verwendet werden:

/abf(x)dxz/abf(t)dt:/abf(g)dfzm

Definition. Sei I C R Intervall. Fiir eine Funktion f: I — R definieren wir die Funktionen
fo, fo: I — R wie folgt:

f(z) falls f(x) >0, f(z) = {—f(x) falls f(z) <0,

0 sonst, 0 sonst.

filz) = {

Man bemerkt, dass es gilt

f=f—f- und |f|=fi+f-.
Satz 6.1.12. Seien f,g: [a,b] — R integrierbar. Dann gilt:

i) fv, f-,|f| sind integrierbar, und es gilt

/a " Ha) da

ii) Vp € [1,00) ist | f|" integrierbar.

< [Irwiar

iii) fg: |a,b] — R ist integrierbar (f mal g).

Beweis. Zu i): Nach Voraussetzung 3 zu ¢ > 0 Treppenfunktionen ¢, € Tla,b] mit ¢ <
f < und

b
JACEDIBETES
Dann sind auch ¢, und v, Treppenfunktionen mit o, < f, <, und
b b
[ o< [w-omd<e

also ist f integrierbar. Die Integrierbarkeit von f_ beweist man analog.

Nach Satz 6.1.10 ist daher | f| auch integrierbar, und die Integral-Abschitzung gilt, da
f<I1flund =f < [f].
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Zu ii): Erinnere, dass f beschrankt ist, d.h. |f| < M fiir ein M C R.
Betrachte % anstelle von f, kann man annehmen, dass 0 < f < 1.

Dann zu e > 0 Jp, ¢ € Tla,b] mit
0<p<f<¢<l

und

b
/ (6 — o)(x)dz < .

p
Es folgt: P, 9P sind auch Treppenfunktionen mit ¢? < fP < 4P,

Beachte

[P — | = (¥ — @) (WP + P 2o+ + P < plYp — o).
Deshalb gilt
b b
[w-@ar<y [ @-o) @<
also f? integrierbar.

Zu iii): Die Behauptung folgt aus ii), denn

(f+9*=(f—9)).

»-lkl}—‘

fg=

]

Satz 6.1.13 (Mittelwertsatz der Integralrechnung). Sei ¢: [a,b] — R eine nicht-negative,
integrierbare Funktion. Dann gibt es zu jeder stetigen Funktion f: [a,b] — R ein £ € [a, ],

so dass , ,
[ 1@t as = 1) [ oo
Im Spezialfall p = 1 hat man
b
/ flz)dz = f(&)(b—a) fiir ein £ € [a,b)].
Beweis. Nach Satz 6.1.12 ist f¢ wieder integrierbar. Wir setzen

m :=min f, M = max
[ab]f [a,b] ;

Dann gilt me < ¢ < M. Es folgt

m/ dx</(fgp)()d:c<]\/[/ dz

A € [m, M]: /f z)dz = /abgo(x)dx.

Zwischenwertsatz liefert ein £ € [a,b] mit f(£) = . Daher folgt die Behauptung. O

Daraus folgt
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6.2 Stammfunktionen

Wir entwickeln nun eine Methode, um Integrale zu berechnen. Wir sehen bald, dass die Inte-
gration die Umkehrung der Differentiation ist.

Satz 6.2.1. Sei f: I — R eine stetige Funktion und a € I (I C R ein Intervall). Fiir v € I
sei

F(z) ::/ fe)de.
Dann ist F': I — R differenzierbar, und es gilt ' = f.

Beweis. Fiir h # 0 gilt

F(x+h;—F(x):%(/:+ f(t)dt_/axf(t)dt):%/aﬁ f(t)dt.

Nach Satz 6.1.13 3¢, € [z, 2 + h] (bzw. &, € [x + h, z] falls b < 0) mit

/mfﬁﬁzhf@)

Da lim &, = x und f stetig ist, folgt
h—0

h—0 h h—0

]

Definition 6.2.2. Sei f: I — R eine Funktion. Eine differenzierbare Funktion F': I — R
heiBt Stammfunktion (oder unbestimmtes Integral) von f, falls F' = f.

Satz 6.2.3. Sei F': I — R eine Stammfunktion von f: I — R. Eine weitere Funktion
G: I — R ist genau dann Stammfunktion von f, wenn F' — G eine Konstante ist.

Beweis. Direkt aus Folgerung 5.3.1. m

Satz 6.2.4 (Fundamentalsatz der Differential- und Integralrechnung). Sei f: I — R eine
stetige Funktion und F': I — R eine Stammfunktion von f. Dann gilt Va,b €

/mexzmm—F@

Beweis. Man setzt N

Dann ist Fj eine Stammfunktion von f. Nach Satz 6.2.3 ist F'— Fy = ¢ (Konstante). Deshalb
ist

l%%F@:%@—%@:%@=/f®w
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Bezeichnung. Setze

Daher gilt

b
/ flz)de = F(z)|..

Im Blick auf diese Formel schreibt man

:/f(x)dx:/fda: auf I

(ohne Angabe von Grenzen beim Integralzeichen). Man muss aber vorsichtig sein, wenn man
diese Schreibweise benutzt: Aus [ fdx = F und [ fdx = G folgt nicht F = G, sondern
lediglich F = G + ¢, wobei ¢ eine Konstante ist.

Beispiel.
) a#—1, [z*de = “;ajll (x >0)
[ 4 =log|z| (z #0)
i 1+ s = arctanx

iv = arcsinz, I = (—1,1)

v fsmxdx = —Cosx

vi) [coszdr =sinz

i)
)
)
)
i)
i)

vii) [e"dr =e”

Satz 6.2.5 (Substitutionsregel). Sei f: I — R eine stetige Funktion und ¢: [a,b] — R eine
stetig differenzierbare Funktion mit p([a,b]) C 1. Dann gilt

©(b)

b
/fw@WﬁMh= f(z) dz

v(a)

Beweis. Sei F': I — R eine Stammfunktion von f. Fiir F o ¢: [a,b] — R gilt nach der
Kettenregel

(Fop)(t)=F'(p(t)¢'(t) = F(p(t)#(t)-
Daraus folgt nach Satz 6.2.4

b ©(b)
| ) ®a = Fo Rl = Flew) ~ o) = | s
]
Beispiel.
(I) b b+c
/ ft+c)dt = X f(z)dx (go(t) ::t+c)
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(i) Fir ¢ # 0 gilt
/ F(6) dt = % (@) de  (p(t) = ct).

Satz 6.2.6 (Partielle Integration). Seien f,g: [a,b] — R stetig differenzierbar. Dann gilt

b b b
| 1@ @ s = f@g@), - [ g@)f @)
Beweis. Setze F' = f — g. Man hat

Fl(z) = f'(z)g(x) + f(2)d (2).
Daher nach Satz 6.2.4

b b
/fvmmm+/fmﬂ@m=ﬂm}#ummb
woraus die Behauptung folgt. O
Beispiel.

(i) Seien a,b > 0. Wir berechnen ff log z dz.
Setze

f(z) =logz,  g(z) ==,
fl(x) = —, g(x)=1

b b b
1
/logxdx—/ f(x)g’(x)dx—xlogx|2—/x-;dx—x(logm—l)}z

(i) Wir berechnen I, := [sin™zdz (m € Np), d.h. wir bestimmen eine Stammfunktion
von sin™ z.

Satz 6.2.6 lasst sich umschreiben wie

[ H@)g@ s = f@)gta) [ glo)f ) do.
Satz 6.2.6 liefert fiir m > 2

I, = —/sinm_1 x(cosz) dz

= —coszsin™ x4 (m—1) /COS2 rsin™ 2z de

= —coswsin™ ' a+ (m— 1), o — (m—1)I,.
Diese Gleichung kann man nach [, auflésen und erhilt

1 m—1

I,=——coszsin™ o+ —1, o.
m m

Bemerke
Ioz/sinoxdx:x, ]1:/Sinxdx:—cosx
kann man rekursiv I,, berechnen.
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Aus vorangegangenen Berechnungen gilt fir A,, := fof sin” x dx

1 e
A, = ——coszsin™ tz
m 0

und Ay = 3, Ay = 1. Man erhilt

2n—1)2n—-3)...3-1 «
A2n = ( )( ) t a0 A2n+1 =
mn—2)...4-2 2 (
Insbesondere
I U S S |
lim ———= = lim =1,
n—oo  As, 2n + 2
Asr 2n-2n...4-2-2 2 T
Ay (2n—1)(2n—-1)...3-3-1 7
Wegen
sin?*2 ¢ < sin?"* gz < sin*
fir x € [O, %} gilt
Aongo < Agpyr < Ay,
Folglich
Aonya < A1 <1
A2n o A2n o
——
n—oo l
Daraus folgt
. A2n+1
1 =1
Man erhalt
o4k 2
li =] =1
n 00 (g 42— 1 7r>
Anders gesagt gilt
o 4k?

T
ARSI ¥ =
9 nEE‘oIH 42 —1
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